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1. IDENTIFICAREA SOLICITARILOR DINTR-UN
CORP
STABILIREA TENSIUNILOR

Intr-un sistem triortogonal de axe principal central cu originea in G
(centrul de greutate al sectiunii transversale) in care axa Ox coincide cu axa
geometricd a corpului componentele eforturilor dupa cele trei axe sunt sunt

prezentate figura I:

F,

Figura 1.

- componenta N, normala la sectiune, se numeste fortd axiald si apare in
cazul solicitarilor de tractiune sau compresiune (solicitari axiale);

- componentele 7, si T, sunt in planul sectiunii §1 se numesc forte
tdaietoare;

- componenta M, este normala pe sectiune, apare la torsiunea (rasucirea)
barelor si se numeste moment de torsiune;

- componentele M, si M, sunt in planul sectiunii, se numesc momente de

incovoiere (momente incovoietoare) si apar la solicitarea de Incovoierea.



Intr-o sectiune a corpului cele sase componente ale eforturilor se pot
determina dupd cum urmeaza:

- forta axiala N este egala cu suma algebrica a tuturor proiectiilor fortelor
exterioare pe axa Ox (axa barei),

- fortele taietoare T, si T, sunt egale cu suma algebrica a proiectiilor
tuturor fortelor exterioare pe axa Oy si respectiv Oz,

- momentul de torsiune M, este egal cu suma algebrica a tuturor
cuplurilor exterioare dirijate dupa axa Ox;

- momentele incovoietoare M si M, sunt egale cu suma algebrica a
tuturor momentelor exterioare fata de axa Oy i respectiv Oz.

Eforturile au, de obicei, intensitdti diferite in diferite sectiuni ale corpului
solicitat. Determinarea acestora constituie una dintre problemele principale in
practica inginereasca. Daca se cunosc valorile eforturilor atunci se poate stabili
care sunt cele mai solicitate puncte ale corpului si pe aceastd bazad se poate aprecia
dacd corpul rezistd sau nu sarcinilor aplicate sau se pot calcula dimensiunile
corpului astfel incat rezistenta acestuia sa fie asigurata.

Utilizand definitiile de mai sus se pot stabili eforturile in orice sectiune a
corpului si se pot trasa curbele lor de variatie, numite diagrame de eforturi.

Pentru trasarea acestor diagrame se folosesc urmatoarele reguli de semne
(figura 2). Prin urmare:

- forta axiala este consideratd pozitiva atunci cand produce o solicitare de
intindere in sectiunea considerata si negativa atunci cand produce o solicitare de
compresiune;

- forta tdietoare este considerata pozitiva atunci cand actioneaza de jos In
sus 1n stanga sectiunii sau de sus 1n jos in dreapta sectiunii;

- momentul incovoietor este considerat pozitiv cand grinda este deformata
incat concavitatea curbei este orientatd 1n sus; in situatie contrard momentul

incovoietor este negativ.



Aceste reguli de semne sunt obligatorii.

Forta axiala Forta axiali
Forta taietoare Forta tiietoare
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Figura 2.

Tensiunile care apar intr-un corp ca urmare a solicitarilor exterioare se pot

descompune Tn doud componente (vezi figura 3):

Figura 3
- pe directia normalei in componenta oy, numita fensiune normald (orientata

de directia axei Ox);

- pe planul sectiunii In componenta t, numita fensiune tangentiald.



La randul sau, componenta t poate fi descompusa in planul yOz, (la care Ox
este normald) obtindndu-se componentele z,, §i 7, (figura 4) care sunt paralele cu
axele Oy si respectiv Oz. Pentru cele doua tensiuni tangentiale semnificatia
indicilor este urmatoarea: primul indice desemneaza axa normala la planul
sectiunii (axa Ox ) iar al doilea axa cu care tensiunea este paralela (axele Oy si

respectiv 037).
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Figura 4.

Cele mai simple cazuri intalnite In practica sunt cele in care pe sectiunea
corpului apare o singurd componenta a eforturilor si respectiv tensiunilor. Acestea
se numesc solicitdri simple.

Existd patru solicitdri simple: solicitarile axiale (tractiune sau
compresiune), forfecare, torsiune si incovoiere (vezi tabelul 1).

Tractiunea $i compresiunea se numesc solicitari axiale deoarece
suporturile fortelor sunt dirijjate tangent la axa geometrica a barei. La acestea
diferd intre ele numai semnul eforturilor, tensiunilor si alungirilor specifice:
pozitive pentru tractiune si negative pentru compresiune.

La comprimarea barelor zvelte (lungi in raport cu dimensiunea sectiunii
transversale), peste anumite valori ale fortei bara paraseste forma rectilinie si apare

fenomenul de flambaj (pierderea stabilitatii). Flambajul nu este o solicitare.



Forfecarea este produsad de doud forte egale si de sens contrar ce actioneaza

pe un suport perpendicular pe axa geometrica a corpului.

Tabelul 1

Solicitarea Schema de solicitare | Efort nenul | Tensiune

Trac‘giune I\i_@ﬂ N>0 c>0
SR —_

Compresiune N<O0 c<0
Forfecare ﬂé Ty (sau T,) T
(Taiere)
M
Torsiune C M T
M
(Rasucire)

M \)m,| Ms(sau

Incovoiere My) c

Solicitarea de torsiune este produsa de cupluri de forte continute in plane

perpendiculare pe axa geometrica a corpului.

Solicitarea de incovoiere poate fi incovoiere pura si incovoiere simpla.
Prin incovoiere purdi se intelege deformarea unei grinzi produsa de un sistem de
forte static echivalente care produc in sectiunea transversala un moment
incovoietor, la carui vector este dirijat dupd una din axele principale ale sectiunii
transversale. In cazul solicitirii de incovoiere simpli in sectiunea transversali a

grinzii apare pe langa un moment incovoietor si o forta tiietoare.



In practica se intdlnesc si solicitarile compuse. Acestea se produc atunci
cand in sectiunea corpului apar simultan cel putin doud componente ale eforturilor

si tensiunilor.

Solicitarea axiala

Un corp este solicitat la tractiune simpla (uniaxiald) sau la compresiune
atunci cdnd este solicitat doar de forte exterioare avind directia axei.

In cazul in care suportul fortelor exterioare nu coincide cu axa barei, dar
este paralel cu ea, bara va fi supusd, in afara solicitdrii de intindere sau
compresiune si la incovoiere.

In ceea ce priveste solicitarea de compresiune a barelor de lungime mare,
trebuie facutd precizarea ca este posibil sa apara fenomenul de flambaj
longitudinal (pierderea stabilitdtii inainte ca tensiunea de compresiune sd atinga
vreo stare limitd). Regula care trebuie retinutd este aceea ca nu se calculeaza la
compresiune barele a caror lungime intrece de cinci ori dimensiunea cea mai mica
a sectiunii transversale.

Pentru o bara confectionatd dintr-un material liniar-elastic, supusa la

solicitdri axiale, relatia de calcul pentru tensiune este:

Ox :X (D

unde: ¢, — tensiunea normald intr-o sectiune curentd a barei;
N - forta axiald in sectiunea respectiva,

A — aria sectiunii transversale a barei.

Forta axiald poate fi constanta sau variabila in lungul barei. Daca forta axiala
este variabild 1n lungul axei barei, atunci este necesar, pentru studiul solicitarii
barei, si se reprezinte diagrama fortelor axiale. Intr-o sectiune curenti a barei forfa
axiala N este egala cu suma algebrica a proiectiilor pe axa Ox (axa barei) a tuturor

fortelor exterioare situate la stinga sau la dreapta sectiunii considerate. Forfa



axiala este consideratd pozitiva atunci cand produce o solicitare de intindere in
sectiunea consideratad (daca pleaca din sectiune) si negativa atunci cand produce o
solicitare de compresiune (dacd intra in sectiune). Modul de construire a diagramei

cuprinde mai multe etape, prezentate in continuare:

figurarea si calculul reactiunilor;

- impartirea barei in regiuni §i sectionarea barei,

- se scrie in fiecare sectiune expresia fortei axiale tinand cont de definitia
acesteia §i de conventia de semne precizate anterior,

- se studiaza variatia fortei axiale, se traseaza diagrama de variatie si se

verifica diagrama.

Observatie
Ca regula generala, care permite §i o verificare a diagramei N, in dreptul
fiecarei forte concentrate de pe bara, in diagrama N se produce un salt egal in

modul cu valoarea fortei respective.

Calculul de dimensionare se face la proiectarea pieselor si permite stabilirea
dimensiunilor sectiunii transversale a piesei solicitate axial. Dimensionarea prin
metoda tensiunilor admisibile presupune ca tensiunile maxime din piesa (luate in
modul) nu vor depasi pe cele admisibile conform relatiei:

O x,max <o, (2)

Tinand cont si de relatia (1) formula de dimensionare este:
nec — _ 3)

Calculul de verificare se face pentru piese la care se cunosc dimensiunile
sectiunii transversale. De obicei, acest calcul consta in verificarea inegalitatii din

relatia (2). Daca inegalitatea se verifica, piesa rezista la sarcinile propuse.



O altad variantd a acestui calcul presupune determinarea sarcinii maxime pe
care o poate suporta piesa, numitd sarcina capabila. Calculul se face cu o relatie
de forma:

Neap = Ao, 4)

Solicitarea de torsiune (rdasucire)

O bara dreapti este solicitatid la torsiune (rdsucire) daca efortul din
sectiunea transversala este un moment M, care, in reprezentare vectoriald, este

dirijat dupa axa Ox (aleasd conventional pe directia axei barei).

Practic are loc deformarea barei sub actiunea unor cupluri de forte cuprinse in
plane perpendiculare pe axa geometrica a acesteia, iar suporturile fortelor nu

intersecteaza axa.

Tensiunea tangentiala pentru cazul barelor drepte de sectiune circulara si

circulara inelara supuse la torsiune (rdsucire) se calculeaza cu relatia:

M, 1
W) =—— 5)
P

Pe conturul barei, pentru r = R, se poate scrie:

My R M
t(R)=— = ©)
p P
R

Tensiunea tangentiala maxima se calculeaza cu relatia:

Tmax = T(R) = (7N

unde: M, = M,.- momentul de torsiune;
I, - momentul de inertie polar dat de relatiile (8), (9);
W, - modulul de rezistenta polar dat de relatiile (8), (9).



4 3
- pentru sectiunea circulara: / p= M ; Wp= 7T1d—6 (8)

32
n(dé‘ —d;‘j | n(dé‘ —dl.“j o

- pentru sectiunea circulara inelara: / p= T ; Wp =

Relatia (5) aratd ca tensiunea tangentiald este distribuitd liniar pe directia
razei: tensiunea tangentiala este nulda in centru de greutate al barei (la r = 0),
variazd liniar cu raza r si este maxima pe conturul sectiunii, asa cum este
reprezentat in figura 5a pentru barelor drepte de sectiune circulard si in figura 5b

pentru barelor drepte de sectiune circulara inelara..

Figura 5

Pentru trasarea diagramei momentului de torsiune se parcurg urmatoarele
etape:
- determinarea reactiunilor
Reactiunea care apare in incastrare este tot un moment de torsiune, aceasta
putand fi determinatd din ecuatia de echilibru (pentru barele in consola etapa
figurdrii s1 determindrii reactiunilor este optionald. La aceste bare calculul
reactiunilor poate fi evitat daca, dupa sectionare, se retine mereu portiunea de bara

dinspre capatul liber al baret).

- impartirea corpului in regiuni §i efectuarea sectiunilor in fiecare regiune
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- se scrie in fiecare sectiune expresia momentului de torsiune tindnd cont de
definitia acesteia (la scrierea expresiei momentului de torsiune nu se
impune o anumita conventie de semne),

- se studiaza variatia momentului de torsiune, se traseaza diagrama de
variatie si se verifica diagrama.

In sectiunea in care asupra corpului actioneazd un moment concentrat
(sarcina sau reactiune), in diagrama M, apare un salt, egal in modul cu acel

moment. Aceasta observatie permite o verificare rapida a diagramei.

Solicitarea de tncovoiere

Solicitarea de incovoiere apare atunci cand toate incarcdrile actioneazd
intr-un plan de simetrie longitudinal al grinzii sau in lipsa acestuia intr-un plan
ce contine una din axele centrale principale de inertie.

Solicitarea de incovoiere poate fi incovoiere pura si incovoiere simpld. Prin
incovoiere pura se intelege deformarea unei grinzi produsa de un sistem de forte
static echivalente care produc in sectiunea transversald un moment incovoietor, la
carui vector este dirijat dupa una din axele principale ale sectiunii transversale. In
cazul solicitarii de incovoiere simpla in sectiunea transversald a grinzii apare pe
langd un moment incovoietor si o fortd tdietoare. Corespunzator celor doua
eforturi la solicitarea de incovoiere simpla apar doua tensiuni: o tensiune normala
data de formula lui Navier si o tensiune tangentiala data de formula lui Juravski.

Pentru un corp solicitat de efortul M, orientat dupa axa Oz (axa centrala si
principala de inertie a sectiunii transversale) relatia lui Navier are urmatoarea

forma:

GZ(xay) = MZ(X) 4

I (10)

unde: I, - momentul de inertie al intregii figuri, fatd de axa Oz.
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Valoarea momentului M,(x) se determina din diagrama de efort.

Relatia (10) arata faptul ca tensiunea normala in cazul solicitarii de
incovoiere este nula in planul neutru, care contine si axa neutrd (y = 0) si este
maxima sau minima pe fata inferioara si respectiv superioara a grinzilor (figura 6).

conpresiure
Ghin

3 O aa

neutra

Figura 6
In calculele intereseaza tensiunile normale o, maxime si minime, care apar
in fibrele cele mai indepartate de axa neutra.

Relatia lui Navier se utilizeaza sub urmatoarea forma:

M,
Ozmax = (11)
W
cu modulul de rezistenta dat de relatia:
I
W, =—* (12)
Y max

unde: y,,, - distanta de la axa Oz la fibra cea mai indepartatd a sectiunii.

Pentru efectuarea calcului de rezistenta tensiunile maxime in modul nu

trebuie sa depdseasca tensiunea admisibila:

o2l max <Ca (13)

12



Pentru grinzile de sectiune constantd, tensiunea maxima se va produce in
sectiunea In care momentul este maxim (M, ,.x). La grinzile cu sectiune variabila,

tensiunea maxima se poate produce si in alte sectiuni.

Observatie:

Relatii similare se folosesc si pentru situatia in care corpul este solicitat de
un moment incovoietor orientat dupa axa Oy (axa centrala si principala de inertie
a sectiunii transversale).

In cazul sectiunii circulare caracteristicile geometrice sunt date de relatiile:

nd?
I, = Iy :H (14)
nd3
W, =Wy :g (15)

Relatia pentru calculul tensiunilor tangentiale, poarta numele de formula lui
Juravski, si are urmatoarea forma (in orice punct al sectiunii, tensiunile
tangentiale sunt paralele cu forta taietoare):

Ty(x) S,(y)
b(y) I,

unde: 7, - forta taietoare din sectiunea x (se ia din diagrama de forte taietoare);

Txy(xa}’): (16)

S.(y) - momentul static al suprafetei aflatd deasupra sau sub sectiunea y, fata
de axa Oz (care trece prin centrul de greutate al sectiunii transversale);

b(y) - 1atimea fibrei In sectiunea in care se calculeaza tensiunea tangentiala;

I, - momentul de inertie al intregii figuri, fatd de axa Oz.

Pentru sectiunea circulard diagrama de variatie a tensiunii tangentiale este
reprezentata in figura 7.

Tensiunile tangentiale sunt nule in fibrele extreme (pentru y = #R) si maxime

4 Ty

in planul neutru (pentru y=0). Valoarea maxima a tensiunii este Tyymax = I A
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Observatie:
Relatia de calcul pentru tensiunea tangentiala este valabila si in cazul in
care forta taietoare este dirijata dupa axa Oz.

Txy

Ty =4 T/3A

Ty

VA

N

od

A
v

a) b)

Figura 7

In expresia tensiunilor normale o, (formula lui Navier) si tangentiale Ty
(formula lui Juravski) sunt prezente eforturile M (x) si respectiv Ty(x). Acestea se
determind din diagramele de moment incovoietor si forta tdietoare. Trasarea

diagramelor de eforturi implica parcurgerea urmatoarelor etape:

1) Figurarea si calculul reactiunilor
In tabelul 2 se prezinta tipurile de reazeme, reprezentirile schematizate si
reactiunile care apar in fiecare tip de reazem. Pentru fiecare tip de reazem ultima
reprezentare din tabel indicd reprezentarea pendulara. Se utilizeaza in special
primele reprezentari schematizate.
Rezemarea simpld suprima un grad de libertate (translatia pe directia
verticald) si permite translatia pe directia orizontald si rotirea. Practic aceastd

rezemare se poate realiza prin lagare, prin intermediul unor role.
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Articulatia cilindrica sau articulatia simpla suprimd doud grade de libertate
(translatia pe directia verticald si pe directia orizontala ) si permite rotirea. Practic
aceasta rezemare se poate realiza prin lagare de alunecare sau rostogolire.

Incastrarea suprimi translatia pe doua directii si rotirea deci preia toate
gradele de libertate. Barele incastrate la un capat si libere la celalalt se numesc
bare n consola. O grinda fixatd in zid, o bard sudatda de un corp masiv fix pot fi

considerate bare incastrate.

Tabelul 2
Denumirea Nr de grade de
reazemului libertate Reprezentari schematizate
suprimate
A A
Rezemare = £
\Y% \Y4 v
simpla 1
—_— —_—
H H
Articulatia | 1
v v
cilindrica 2
(simpla)
M 1 M
LV T

\.H
A \Y%
Incastrarea 3 T

%

Calculul analitic ala reactiunilor se efectueaza cu respectarea urmatoarelor
etape:

- schematizarea formei corpului;

15



- schematizarea modului de rezemare (stabilirea tipului de reazem si
figurarea reactiunilor corespunzatoare);

- schematizarea modului de incarcare (stabilirea fortelor si a cuplurilor);

- scrierea ecuatiilor de echilibru cu alegerea arbitrara a conventiilor de
semne;

- rezolvarea sistemului de ecuatii, determinarea si verificarea reactiunilor.

Observatie:
In cazul grinzilor in consold (incastrate la un capdt si libere la celdlalt),
aceasta etapa poate fi evitata daca se izoleaza numai portiuni de grinda dinspre

capatul liber.

2) Impartirea grinzii in regiuni §i figurarea sectiunilor (cdte o sectiune

prin fiecare regiune)

3) Scrierea expresiilor analitice ale eforturilor in sectiunile fixate si
studierea variatiei acestora
In fiecare sectiune se scrie expresia momentului incovoietor si a fortei
taietoare tinand cont de urmatoarele definitii ale acestora:

Momentul incovoietor M.(x) (respectiv M(x)) egal cu suma algebrica a
proiectiei pe directia Oz (respectiv Oy) a tuturor momentelor de la stdnga sau de
la dreapta sectiunii.

Forta taietoare T)(x) (respectiv T.(x)) egala cu suma algebrica a proiectiilor
pe directia Oy (respectiv Oz) a tuturor fortelor de la stanga sau de la dreapta
sectiunii.

La scrierea eforturilor trebuie sd fie respectate urmatoarele conventii de

semn: figura 8 (pentru momentul incovoietor), figura 9 (pentru forta tiietoare).

16



Figura 8.

Momentele sunt considerate pozitive daca bara este curbatd astfel incat

fibra inferioard se afla la exteriorul curburii (este solicitata la tractiune).

r

F F
F F|
4 v
F F
T [ T.] T
| Ty ! -y
ST F R
T,>0 T, <0
Figura 9

4) Trasarea diagramelor de eforturi si verificarea acestora

Pentru solicitarile la care apar tensiuni pe aceeasi directie (tensiuni de
aceeasi naturd) tensiunea rezultantd se calculeaza ca suma algebricd a tensiunilor
componente (cu conditia ca tensiunea rezultantd si cele componente sd nu

depdseascd limita de proportionalitate), iar pentru solicitari la care apar tensiuni
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pe directii diferite (tensiuni de natura diferitd) tensiunea echivalenta se calculeaza,

in acest caz, pe baza uneia dintre teoriile de rezistenta.

2. CONSIDERATII GENERALE

Problema generald a teoriei elasticitatii o reprezintd determinarea
starii de tensiuni, deformatii si deplasari dintr-un corp elastic, atunci cind
se cunosc: forma si dimensiunile acestuia, modul de incdarcare si

rezemare, precum $i caracteristicile elastice ale materialului.

Ecuatiile fundamentale ale Teoriei elasticitdtii sunt scrise pentru un

element de volum infinitezimal si sunt grupate astfel:
o ecuatii de echilibru (Cauchy);
e ecuatii geometrice (relatii intre deformatii si deplasari);
e ecuatii constitutive (legea lui Hooke).

In ecuatiile din primele doua grupe nu intervin caracteristici de material si,
in consecinti, ele sunt universal valabile. In ecuatiile constitutive intervin aceste
caracteristici si prin urmare acestea depind de natura materialului.

Pentru a putea prevedea comportarea unui material in conditii date, trebuie sa
avem o modelare matematicdA a acesteia. Comportarea diferitelor materiale
(metalice, polimeri, ceramice, compozite, etc.) in aceleasi conditii de solicitare
poate fi extrem de variatd. Nu poate exista un model unic pentru o varietate atat de
mare de materiale. Chiar pentru acelasi material avem modele diferite pentru
comportarea acestuia in domeniul liniar elastic, peste limita de elasticitate, pentru
comportarea vascoelastica, etc. Cel mai simplu model este cel elaborat pentru

materialele elastice avand curba caracteristica liniara.
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Modelul clasic, care sta la baza Teoriei Elasticitatii, este adecvat
comportarii otelului solicitat in domeniul de proportionalitate, dar si altor
materiale care au o comportare similard. Pentru elaborarea modelului trebuie
retinuti anumiti factori care au o influentd majord si neglijati cei care au o
influentd nesemnificativa si ar aduce complicatii de calcul insemnate. Retinerea
factorilor esentiali se face prin formularea unor ipoteze simplificatoare.

Sub actiunea unui sistem de sarcini corpul se deformeazad. Se pune problema
sd se determine noua forma luata dupa deformare si tensiunile care au luat nastere
in corpul respectiv. In scopul determinirii componentelor tensiunilor,
deformatiilor si deplasarilor, Teoria elasticitatii se bazeaza pe urmatoarele ipoteze

simplificatoare in conditii de valabilitate in raport cu rezultatele experimentale:

Ipoteza mediului continuu

Aceastd ipoteza considerd cd la scara macromecanica materia poate fi
considerata continud si nu discretd cum este in realitate (formatd din atomi si
molecule). Mai apropiata de realitate la corpurile amorfe si mai departata la cele
cristaline, aceastd ipoteza permite lucrul cu functii continui si trecerea la limita.
Studierea structurii reale, discontinud cere folosirea unui aparat matematic mult

mai complicat.

Ipoteza omogenitatii mediului
Se admite ca materialul este omogen, avand aceleasi proprietati fizico-

chimice 1n tot volumul sau.
Ipoteza mediului izotrop

Materialul este considerat izotrop, adica caracteristicile elastice s1 mecanice

sunt aceleasi in toate directiile.
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Ipoteza elasticitatii perfecte
Se admite comportarea perfect elasticd a materialului, adicd revenirea la
forma si dimensiunile initiale dupd inlaturarea sarcinilor care au produs

deformarea.

Ipoteza deformatiilor mici

Pentru majoritatea corpurilor solide deformatiile elastice sunt foarte mici in
raport cu dimensiunile corpurilor. Ca urmare, sub actiunea sarcinilor corpul solid
isi modificad in micd masura configuratia initiald. Aceasta face ca ecuatiile de
echilibru static sa poata fi scrise pentru corpul deformat la fel ca pentru cel
nedeformat, respectiv ca in urma deformarii directiile fortelor si distantele dintre
ele sa ramana neschimbate. Aceastad ipoteza conduce de asemenea la simplificarea

calculelor (infinitii mici de ordinul doi care pot fi neglijati, etc.).

Ipoteza proportionalitatii intre tensiuni §i deformatii

Daca solicitarea corpului este de o asa manierd incat materialul ramane in
domeniul elastic, se admite c@ intre tensiuni si deformatii existd o dependenta
liniara, exprimata de legea lui Hooke. Ca o consecinta a acestei legi la rezolvarea
unor probleme in Rezistenta materialelor se poate aplica principiul suprapunerii

efectelor sau principiul independentei efectelor fortelor.

Principiul lui Saint-Vénant

Enuntul acestui principiu este urmatorul: daca un sistem de forte este inlocuit
cu un alt sistem static echivalent, aceasta produce diferente apreciabile 1n starea de
tensiuni si deformatii din vecinatatea fortelor dar ramane fara efect (sau cu efecte
neglijabile) la distante suficient de mari de locul de aplicatie a fortelor. Principiul
este ilustrat in figura 10. O grinda In consola are pe capatul liber, in prima varianta
(figura 10a), o forta distribuita. In figura 10b sarcina distribuita a fost inlocuita cu

o fortd concentrata static echivalentd (Q = F). La locul de aplicare a sarcinii
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efectul fortei asupra grinzii va fi cu totul diferit in cele doud variante. Aceasta
inlocuire nsa nu produce modificari in starea de tensiuni si deformatii in sectiunea
A-A, aflatd la o distantd suficient de mare pe forta. Prin aplicarea sarcinilor se
realizeaza o stare locala de solicitare in jurul locului de aplicare, precum si o stare
generald a corpului solid solicitat. Studiul solicitarii barelor si placilor urmareste

stabilirea, in special, a starii generale de solicitare.

1 1 =
- A ) A F
| S |
I A J A
a) b)
Figura 10

Ipoteza starii naturale

Se presupune cd in corpurile solide nu existd tensiuni in lipsa sarcinilor.
Admitand aceasta ipoteza, se poate demonstra teorema lui Khirchoff care spune ca
pentru un corp, o rezemare si un sistem de sarcini date, starea de tensiuni si
deformatii este unica. In realitate toate operatiile tehnologice, care produc incalziri
si deformatii plastice neuniforme produc tensiuni care rdman in corp in lipsa
incarcarilor, numite tensiuni remanente. In cazul solicitarilor statice ele pot avea
un efect benefic daca sunt de sens contrar tensiunilor create de catre sarcini, dar
sunt nefavorabile daca lucreaza in acelasi sens cu tensiunile de serviciu. Tensiunile
remanente influenteazd semnificativ comportarea la solicitari variabile. Aceste
tensiuni pot fi mult diminuate in urma unui tratament termic de detensionare,

tratament care este dificil de aplicat structurilor de mari dimensiuni.
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3. STAREA DE TENSIUNI INTR-UN PUNCT AL
UNUI CORP

3.1. Starea generald de tensiuni

Se considera cazul general al unui corp solid solicitat de un sistem oarecare
de sarcini. Intr-un punct oarecare din interiorul corpului se poate duce un numar
nedefinit de fatete orientate diferit. La fiecare din aceste fatete elementare
corespunde un anumit vector-tensiune p (figura I11). Ansamblul vectorilor
tensiune care actioneaza pe fatetele elementare ce trec prin punctul considerat
caracterizeaza starea de tensiune din acest punct si poartd denumirea de fascicolul
tensiunilor. Ansamblul fascicolelor tensiunilor intr-un volum poartd denumirea de

camp de tensiune. Campul de tensiune poate fi uniaxial, biaxial, triaxial.

dz

Figura 11
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S-a definit in cursul de Rezistenta materialelor tensiunea medie pe un
element de arie 44 (figura 12a) prin relatia:

AR
Ad

Considerand materia continud se poate restrange oricat de mult elementul

}_5 medAd =

de suprafatd in jurul punctului M, trecerea la limita fiind permisd in aceste

conditii. Se obtine astfel valoarea tensiunii in punctul M:

dR

dA— 0 d4

. . - . . . N r . . .
Tensiunea fiind o marime tensoriald depinde atit dedR cat si de orientarea
elementului de suprafata dA.

Tensiunea poate fi descompusa (figura 12b) in doud componente:

- pe directia normalei in componenta oy, numitd fensiune normald
(orientata de directia axei Ox);

- pe planul sectiunii in componenta 7, numita tensiune tangentiala.

b)

Figura 12
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La randul sau, componenta 1 poate fi descompusa in planul yOz, (la care Ox
este normald) obtinandu-se componentele z, si 7, (figura 13) care sunt paralele

cu axele Oy si respectiv Oz.

Figura 13

De retinut:

o Starea de tensiuni dintr-un punct oarecare al corpului este perfect
determinata daca se cunosc tensiunile pe trei plane de coordonate care trec
prin acel punct. Daca pozitia planelor de coordonate este arbitrara, pe
fiecare dintre aceste plane existd, in cazul general, atat tensiuni normale

cdt si tensiuni tangentiale.

Din interiorul unui corp solid elastic aflat in echilibru, intr-o stare
generald de tensiuni, se izoleaza un paralelipiped elementar infinitezimal de
dimensiuni dx, dy, dz (figura 14). Paralelipipedul se raporteaza la un sistem de
axe triortogonal. Pentru stabilirea directiei si sensului tensiunilor se adopta
conventiile: sunt considerate pozitive fatetele elementului izolat pentru care
versorul normalei (care pleaca din fatetd) este indreptat in sensul pozitiv al unei

axe si negative fatetele care au versorul orientat in sensul negativ al unei axe.
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Pe fatetele paralelipipedului elementar se prezintd componentele
tensiunilor. O tensiune este pozitiva daca:
- actioneazd pe o fateta pozitiva si este orientatd in sensul pozitiv al unei
axe;
- actioneaza pe o fateta negativa si este orientata in sensul negativ al unei

axe.

Figura 14.

In figura 14 se prezinti starea spatiald de tensiuni. Toate tensiunile
prezentate sunt pozitive, conform conventiei de semn prezentatd anterior.
Tensiunile care actioneaza pe o fatetd pozitivda sunt considerate negative
daca sunt orientate in sensul negativ al unei axe, iar tensiunile care actioneaza pe
o fatetd negativa sunt considerate negative daca actioneaza in sensul pozitiv al

unei axe.
Cunoasterea celor 9 componente ale tensiunilor in orice punct al unui corp

inseamna cunoasterea starii de tensiuni din acel corp. Aceasta este starea

generali de tensiuni. Rareori toate aceste tensiuni apar simultan.
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Tensiunea este o marime tensoriala. Componentele tensorului tensiunilor

pentru starea generald de tensiuni pot fi prezentate in forma matriceala astfel:

Oxx Txy Txz
To =Ty 0, T (17)
Tox sz O

Semnificatia indicilor este urmatoarea.: primul indice indica normala la fateta pe
care actioneazad tensiunea, iar al doilea axa cu care aceasta este paralela.

Fascicolul tensiunilor intr-un punct poate fi reprezentat printr-un tensor de
ordinul trei, pe care il vom denumi fensor-tensiune. Datoritd proprietatii de
dualitate a tensiunilor tangentiale (7, = Tjx, Ty = Ty, T = T i) COmponentele
tensorului tensiunilor dispuse simetric fatd de diagonala principala a tensorului
sunt egale intre ele ceea ce ne permite sd denumim ftensorul tensiunilor, tensor
simetric de ordinul al doilea.

Tensorul tensiunilor se poate descompune in doud componente (aceasta
descompunere conventionala este utild in calcule):

Iy =Tso +Tps (18)
T, reprezintd tensorul sferic si caracterizeazd deformatia volumicd in

jurul unui punct fiind dat de relatia:

Om 0 0
Tgo=| 0 o 0 (19)
0 0 o
O xx +ny +0, - e . ..
unde o, = 3 reprezinta valoarea medie a tensiunilor normale pe

planele de coordonate care mai este denumita si tensiune normala octaedrica.

Tps reprezintd deviatorul tensorului tensiunilor, care caracterizeaza

modificarea formei in jurul unui punct si se calculeaza cu relatia:.
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Tps =| 7Ty Oy —Om Ty, (20)
zx Tzy Ozz = Om

Starea de tensiuni dintr-un punct al corpului este determinatd dacd se
cunosc tensiunile pe trei plane de coordonate care trec prin acel punct. In fiecare
punct al unui corp exista trei plane pentru care fensiunile tangentiale t sunt nule,
numite plane principale. Tensiunile de pe aceste plane se numesc tensiuni
(normale) principale (o), 6, 63). Intersectia planelor principale formeaza axele
numite directiile principale ale tensiunilor (figura 15).

Se vor folosi urmatoarele notatii pentru tensiunile principale:

0,220,220

sau

Figura 15.

tensiunile fiind ordonate algebric (o, =0 = 0y; etc.).
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3.2. Starea plana §i uniaxiald de tensiuni
Din starea generala de tensiuni pot fi determinate urmatoarele cazuri

particulare:

1. Starea pland de tensiuni (figura 16)
Pentru aceastd stare: 6 ;, =0, 7, =7, =0, 7,, =7, = 0. Pe fatetele
opuse actioneaza tensiuni egale si de sensuri contrare.

¥

Figura 16.

In figura 17 este prezentati vederea dupi axa Oz a starii plane de tensiuni.

g
v Li

T—> T Py

ID-}{}{ ‘
‘ D-}{}{

T}{y=ry}{ .(—l X

Tyy

Figura 17.
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In figura 18 este reprezentata starea de tensiuni principale in plan.

Figura 18.

2. Starea uniaxiala de tensiuni (tractiune pe directia axei Ox (figura 19)).

Figura 19.

In figura 20 se prezinti semnul tensiunilor si alungirilor specifice pentru o

stare uniaxiala de tensiuni (pozitive la tractiune, negative la compresiune).
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y y

Oxx | Oxx O Oxx

— @ — I
D X
e dx

dx SXXdX dx
Oxx > 0, x>0 Oxx <0, €x<0
Figura 20.

4. Variatia tensiunilor in jurul unui punct.

Tensiuni principale

4.1. Starea spatiala de tensiuni

Tensiunile principale reprezintd cea mai simpla stare de tensiune dintr-un
punct al unui corp. In fiecare punct al unui corp existd trei plane pentru care
tensiunile tangentiale = sunt nule, numite plane principale, iar tensiunile de pe
aceste plane se numesc tensiuni principale (6;, 6, 0o3). Intersectia planelor
principale formeaza axele numite directiile principale ale tensiunilor.

Pozitia planelor principale fatd de un sistem de coordonate xQOpyz ales
arbitrar, adicd cosinusurile directoare ale normalelor la planele principale, se
noteaza cu [, m, n si satisfac conditia:

cos(n,x)=1; cos(n,y)=m;, cos(n,z)=n

?+m?+n’ =1

21

In starea spatiald de tensiuni directiile tensiunilor principale o; respectiv o3,
dintr-un punct, (notate cu I si 3) sunt reciproc perpendiculare. Directia 2 este
perpendiculara pe planul 7103 astfel incat, impreuna cu celelalte doud, formeaza un

sistem triortogonal drept. Se fac urmatoarele notatii referitoare la aceste tensiuni:
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p; Omin =03 =0 (22)
Tensiunile principale sunt ordonate algebric, prin urmare intre tensiuni
exista relatia:

o, >0, >0, (23)

Observatii:

e [n starea spatiald de tensiuni toate cele trei tensiuni principale sunt diferite
de zero.

o Tensiunile normale principale sunt independente la schimbarea sistemului
de coordonate.

o [n planele principale tensiunile tangentiale sunt nule.

o (ele trei plane principale dintr-un punct al corpului deformat sunt reciproc
perpendiculare.

o [ntersectia planelor principale determina axele sau directiile principale.

e Intr-un corp elastic, omogen si izotrop directiile principale sunt reciproc
perpendiculare.

o Directiile principale se bucura de proprietatea ca ele coincid cu normalele

fetelor pe care tensiunea tangentiala este nula.

Prin raportare la acest sistem de referintd, se obtin expresiile cele mai

simple pentru tensiuni care reprezintd raddcinile reale si distincte ale ecuatiei:
3 2 _
O -11(7 +]2(7-]3—0 (24)
Relatia (24) se numeste ecuatie seculard, iar coeficientit I;, I,, I3 se
numesc invarianti deoarece nu se modifica la rotirea sistemului de axe. I, I, si
I;3se determina cu relatiile:

l, =0, +0,,+0, (25)

Yy
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Ou Ty o .| lo r
12 — 9% + Yy Bz + XX xz (2 6)
Txy Ow| |Tyz Oz| [Txz Oz
Oxx Txy Txz
I3=1,, 0y T, (27)
Tox Tzy Oz

In relatiile (26), (27) determinantii sunt simetrici fati de diagonala

principala.

Rédacinile ecuatiei seculare (25) sunt date de relatiile:

o; = ZSCOS(%J-I-éI]

oy = 2SK%) + 1200} + éz ; (28)

o5 = 25{(3 + 2400} + é] ;

unde:
12
Sz(iRj ;
3
a= cos_l(— 2),
2T
I >
R=—1; -1,;
3 2
1 2 3
=—1,1,-1;——1I7;
0 it =15 ==
1/2
(5
27
Observatii:

o Tensiunea principala cea mai mare o; este totodata si cea mai mare

posibila dintre tensiunile ce actioneaza asupra elementului studiat, iar
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tensiunea principala minima o3 este cea mai mica din ansamblul
tensiunilor.
o O conditie necesara in cazul starii spatiale de tensiune (triaxiala) este ca

invariantul I3 al ecuatiei seculare sa fie diferit de zero.

Un model geometric al acestei stari de tensiune este elipsoidul lui Lamé sau
elipsoidul tensiunilor (figura 21): starea de tensiune dintr-un punct al unui corp
poate fi reprezentatd printr-un elipsoid care are ca semiaxe tensiunile normale

principale si a carui ecuatie este:

I P
A
(o)
O ) -
O P
o, i
P,
Figura 21
2 2 2
Px + py + P =]
2 2 2|
O'] 0'2 0'3

Suprafata elipsoidului reprezinta locul geometric al extremitatilor vectorilor
tensiunii totale pentru snopul de plane care trece prin punctul considerat. Daca
toate cele trei tensiuni principale sunt egale intre ele elipsoidul se transforma intr-o
sfera (o stare de tensiune echiaxiald ca de exemplu In cazul compresiunii

hidrostatice sau a tractiunii uniforme dupa cele trei directii).
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Marimile p,, p), p, se pot considera coordonatele extremitdtii vectorului
tensiunii totale ce actioneaza asupra elementului de suprafatd de orientare oarecare
si sunt calculate cu relatiile de mai jos:

Px =0y l+7,m+7.n
Py =Tyl+to,m+7,n

P, =T+ T,,M+0 N

Dintre starile triaxiale de tensiune se mentioneaza:

- starea de tensiune la care nici una dintre cele trei tensiuni nu este
negativa.

O astfel de stare de tensiuni este denumitd intindere triaxiala. Un caz
particular al intinderii triaxiale este intinderea triaxiala uniforma (de exemplu
starea de tensiune a unui volum elementar din centrul unei bile incélzite repede si
egal din toate partile. In acest caz tensiunile apar din cauza diferentei de
temperaturd dintre straturile exterioare si cele interioare de material. Deoarece nu
apar tensiuni tangentiale o asemenea stare de tensiune se numeste intindere pura).

- starea de tensiune la care toate cele trei tensiuni normale principale sunt
negative.

Este o stare de compresiune triaxiala. Un caz particular al compresiunii
triaxiale este cel al compresiunii triaxiale uniforme, produsd de presiunea
hidrostatica exercitata asupra unui corp. Si in acest caz tensiunile tangentiale sunt
nule, iar starea de tensiuni poartd numele de compresiune triaxiala pura. Un alt
caz particular este cel dat de contactul dintre doua sfere sau dintre o sferd si un
plan, cand doua tensiuni normale principale sunt egale.

- starea de tensiune la care tensiunile normale principale sunt atdt pozitive
cdt §i negative.

Este starea triaxiala mixta (de exemplu solicitarea care apare intr-un tub cu

peretele gros supus la o presiune interioard).

4.2.Starea pland de tensiuni (biaxiala)
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In aceasta stare de tensiuni doud dintre tensiunile principale sunt diferite de
zero, iar a treia o3 este nuld. In acest caz suprafata elipsoidului tensiunilor se
transforma in suprafata unei elipse numita elipsa tensiunilor. O conditie necesara
pentru starea plana de tensiuni este ca cel de al doilea invariant I, sa fie diferit de
zero, 1ar cel de al treilea invariant /5 sa fie egal cu zero. Prin urmare ecuatia
seculara (24) devine:

olo?-1,o+1,] =0 (29)
cu una dintre raddcinile egala cu zero.

Dintr-un corp, aflat intr-o stare plana de tensiuni, se decupeaza o prisma

triunghiulara infinitezimala (se sectioneaza corpul cu un plan inclinat) asa cum

este indicat in figura 22.

Figura 22.

Se pune problema determinarii expresiilor pentru tensiunile ¢ §i 7 precum si
a tensiunilor principale in functie de unghiul @ atunci cand se cunosc
componentele ¢ . ,6 ,, $i T y, ale tensorului tensiunilor pe fetele A0 s1 OB
perpendiculare pe planul desenului, avand ca normale pe Ox si Oy (figura 23). Se

scrie echilibrul tensiunilor care actioneaza asupra acestui element si se obtine:
(0)= 20+ n’ 0+ 2t sinfcos0
o(0)=o0,,cos Oy, Sin Ty Sin@cos

(30)
7(0)= Tyy (cos2 6 — sin” 9)+ (ayy — Oy )Sin 0 cos O
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Figura 23.

Relatiile (30) indica faptul ca dacd sunt cunoscute tensiunile de pe doua
plane ortogonale care trec printr-un punct, se pot calcula tensiunile in raport cu
orice plan care trece prin acel punct.

Se exprima relatiile in functie de argumentul dublu cunoscand:

si rezulta:
O, . +t0 O.. -0
o(0)= xx2 2 xx2 24 cos 20+ 1., sin 20 (31)
Oy - O
7(0)= -%sin 20+ 1, cos 20 (32)

Relatiile (31), (32) dau variatiile tensiunilor o si 7 in functie de unghiul 0 ce
poate varia in intervalul [0,x]. Fiind doud functii finite, continui, derivabile care
variazd pe un domeniu inchis ele 1si ating marginile (au un maxim §i un minim).
Se doreste determinarea valorilor extreme. Pentru aceasta se deriveaza relatia (31)
in raport cu 26 si se anuleaza derivata. Se obtine:

do(0) = T sin20+7,, cos 20 (33)
d(20) 2
Din relatiile (32), (33) se observa ca:
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do(0)

ey

(34)

Prin urmare tensiunea normala (functia o(0)) prezinta un punct de extrem (avem
tensiuni principale) atunci cand 7(6)=0.

Pentru starea plana de tensiuni, tensiunile principale sunt:

Oxx T Oy 1
Cly=——"—"" 2+ \/ O ny)2+4r (35)

unde semnul (+) este pentru o, deci 6,4 =07 $1 Opin = 0. Din relatia (35) se
observa ca oy t0,, =6; +6; = constant deci intr-un punct dat suma tensiunilor
normale in raport cu directiile principale este constanta.

Egaland cu zero expresia lui t din relatia (32) se obtine:

Oy -O

Tyy =5 2 120

dect directiile principale sunt date de solutiile ecuatiei:
2t

1920, , = —xff (36)

Oxx ~Oyy
Observatii:

o [n sectiunile in care tensiunile normale devin maxime sau minime tensiunile
tangentiale se anuleaza. Reciproca nu este adevarata.

o Tensiunile normale maxime sau minime se numesc tensiuni normale
principale, iar directiile normalelor la planele respective se numesc directii
principale.

o Unghiurile directiilor principale sunt date de relatia (36).

e Directiile principale sunt reciproc perpendiculare (deoarece perioada
functiei este ).

o Daca tensiunile tangentiale sunt pozitive, directia tensiunii normale

maxime se afla in primul cadran si se mdsoard in sens trigonometric.
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Pentru tensiuni tangentiale negative, aceasta directie se afla la un unghi
negativ §i ascutit fata de axa Ox

e Planele normale la directiile principale se numesc plane principale.

o Pentru materialelor izotrope, directiile tensiunilor principale coincid cu

cele ale deformatiilor principale.

Directiile tensiunilor tangentiale extremale se determind din conditia

dz(8)
d(20)

= (. Se constatd cd tensiunile tangentiale extreme apar in plane inclinate la

45° fata de directiile principale. Tensiunile tangentiale maxime si minime sunt

date de relatiile:

Tmax,min = ié\/(o-x 'Gy>2 +4'T£y (37)

sau

O;-0
max,min == 12 2

T (38)

CUT, . =T, $1 Ty =7,-
Relatia (37) arata ca cele doua tensiuni tangentiale sunt egale dar de sensuri
contrare, ceea ce indica faptul ca se respectd dualitatea tensiunilor tangentiale. In
sectiunile in care tensiunile tangentiale au valori extreme, tensiunile normale sunt
diferite de zero.
Un model geometric al starii plane de tensiune este elipsa lui Lamé (figura

24): o elipsad cu semiaxa mare egald cu 6; si semiaxa mica egala cu 6, si a carei

ecuatie este:

2 2
P By (39)
Oj 0

Intr-un punct oarecare B tensiunea p, aflatd sub unghiul 6, se decompune in

componentele py si p,,.
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Figura 24.

Functiile (@) si 7(6) din relatiile (16), (17) pot fi prezentate grafic in
coordonate carteziene, in coordonate polare (cea mai sugestiva) si prin in cercul
lui Mohr. Cea mai comoda este reprezentarea grafica prin cercul lui Mohr, in

sistemul de coordonate o, 7.

In sistemul axelor principale relatiile (16), (17) pot fi scrise sub forma:

O'1+02+U]-O'

o(0)= > > 2 cos 26 (40)

r(@):-%smze (41)
Se ridica la patrat si se aduna ultimele doua relatii rezultand:

2 2
o-ZTO2 | 2 [ 91792 (42)
2 2

Relatia (26) reprezintd matematic ecuatia cercului lui Mohr pentru starea
C . . o;+0)
plana de tensiune. Este un cerc cu centrul pe axa o, la distanta ——= de
D . 0]-0
origine si de raza % (figura 25).

Orice stare plana de tensiuni se reprezinta printr-o pereche de puncte

diametral opuse de pe cerc, in functie de unghiul 0 dintre planul respectiv si axa
Ox.
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3.3. Starea liniara de tensiuni (monoaxiala)

Conditia necesara pentru a exista o stare de tensiune monoaxiala este ca al
doilea si al treilea invariant al tensiunilor si fie egali cu zero. In acest caz ecuatia
seculard devine:

o*lo-1,]=0 (43)
cu doud radacini egale cu zero. Pentru starea de tensiune monoaxiald elipsoidul
tensiunilor se transforma intr-un segment de dreapta.

Starea monoaxiald de tensiune este produsi de solicitirile axiale. In acest
caz numai tensiunea normald o,, este diferita de zero. Pentru studiul variatiei
tensiunilor in jurul unui punct se pastreazd modul de sectionare de la starea plana
de tensiuni (vezi figura 22). Se figureaza tensiunile care apar si se scrie echilibrul

elementului izolat:
c(0)=0,, cos’ 0 (44)
7(0)=-0,, sin@cos0 (45)
sau exprimand relatiile in functie de argumentul dublu rezulta:

o(0)= %(1 + cos 26) (46)

O-XX

7(0)=- sin 260 (47)
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Se pune problema stabilirii valorilor unghiului @ pentru care cele doua
tensiuni sunt maxime sau minime. Astfel tensiunea normald este maxima pentru
co0s20 = 1 deci pentru 260 = 0, respectiv € = 0 (pentru normala pe directia fortelor).
Valoarea minima se obtine pentru cos20 = -1 sau 26 = & respectiv @ = n/2 deci
pentru sectiunea paraleld cu directia fortelor. Tensiunile principale sunt:

Cpax =01 =0y

’ (48)

max

O pin =02 =0
Tensiunea tangentiala are valoarea maxima pentru sin26 = 1 sau 20 = n/2

respectiv @ = /4. Valoarea tensiunii este:

9

T, == (49)

max
2

Observatii:

o La solicitarile axiale in sectiunile inclinate apar atat tensiuni normale cdt
si tensiuni tangentiale.

o Tensiunile tangentiale maxime se obtin in sectiuni inclinate la 45° fata de

axa barei si sunt egale cu jumatatea efortului normal principal.

Daca in relatia (42) se face o , zero rezulta:
o\ o
1 2 1,2
o -—— +77 =(—— 50
( 2 j ( 2 / 50)

Relatia (50) reprezintd cercul lui Mohr pentru solicitarea monoaxiald: un

Cerc cu centru pe axa e, care trece prin origine §i are raza ¢;/2 (figura 26).

41



T
(0]
M
o
0 0
}
(&)
S
Figura 26.

Valorile tensiunilor & si 7 pentru orice sectiune diferitd de unghiul @ sunt

date de coordonatele punctelor de pe periferia cercului (de exemplu punctul M).

5. Starea de deformatii intr-un punct al unui corp

5.1. Starea generala de deformatii

Prin deformatie se intelege modificarea distantei dintre puncte sau sectiuni,
sau a unghiurilor dintre doua segmente duse printr-un punct. Prin stare de
deformatie tridimensionald sau spatiala se intelege deformarea unui corp solid
oarecare. Se spune cd un corp este deformat cand pozitiile relative ale punctelor
acestui corp au variat. Variatia relativa a punctelor unui corp deformat se traduce
prin deplasari, variatii de lungime si unghi. Modificarile lungimilor segmentelor se
numesc deformatii liniare, 1ar modificarile unghiurilor deformatii unghiulare sau
lunecari. Se considera ca deformatiile corpului sunt deformatii elastice mici adica
deformatiile corpului dispar dupa inlaturarea sistemului de sarcini (corpul revine la
forma si dimensiunile initiale) si sunt foarte mici in raport cu dimensiunile

corpului.
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Se considera un corp solid si punctele C, D din interiorul corpului care
determina segmentul /CD/. Punctele M, O, N determina segmentele /OM] si [ON]
astfel incat intre acestea sd existd un unghi drept (figura 27). Dupd deformarea
corpului punctele se deplaseaza in C’°, D’, M’, N’ si O’. Se defineste ca fiind
deformatie liniard absolutd variatia lungimii segmentului /CDJ:

o=Al=[C'D"]-[CD]=1-1,

Se defineste deformatia liniara specifici sau alungirea specificd
(alungirea unitatii de lungime) ca fiind limita raportului dintre deformatia liniara
absoluta si lungimea initiala a segmentului /CDJ:

i L CD-[CD]
[CD]-0 [CD]

E =

sau

= lim éz lim ﬂ

Figura 27

Se defineste deformatia unghiulard sau lunecarea specificid ca fiind
marimea cu care variaza unghiul drept construit in vecinatatea punctului O.

Se considera corpul prismatic din figura 28. Dacd se considera fata de jos
imobila, lunecarea fetelor paralel cu ele insele se poate masura prin unghiul % care
mdsoara variatia unghiului drept. AS se numeste lunecare absolutd, iar y

lunecare specificda. Deoarece lunecarea specifica este foarte mica se poate scrie:
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Figura 28.

In figura 29. se prezinti componentele deformatiilor specifice ale
paralelipipedului elementar, izolat din corpul elastic deformabil. Deformatiile
specifice sunt desemnate prin indici care au urmatoarea semnificatie:

&; - alungirea specifica pe directia axei Oi,

Yij - lunecarea specifica in planul iOj.

Totalitatea componentelor definesc tensorul deformatiilor specifice intr-un
punct al corpului. Componentele fensorului deformatiilor, corespunzator
tensiunilor de mai sus (pentru starea generald de tensiuni), pot fi scrise matriceal

astfel:

€ xx 7xy/2 7xz/2
T.=7w/2 &y 7)) (51)
7zx/2 yzy/Z €z

Cunoasterea celor 9 componente ale deformatiilor in orice punct al unui

corp inseamnd cunoasterea starii de deformatii din acel corp.
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Figura 29.
Observatii:

Deformatiile specifice, la fel ca si tensiunile, sunt marimi locale,
determinate in vecindtatea unui punct.

Pentru materiale izotrope lunecarile specifice nu depind de sensul
deformarii (de la axa Ox spre Oy sau invers) §i in consecinta matricea
componentelor tensorului deformatiilor (relatia 51) este simetrica fata de
diagonala principala.

Tensiunilor normale & le corespund alungiri specifice €, iar tensiunilor
tangentiale T lunecari y.

La materialele izotrope nu exista influente reciproce intre alungirile

specifice € §i lunecarile vy .
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e Nu exista o coincidenta intre starea de tensiune §i starea de deformatie.
Astfel, la o stare de tensiune monoaxiala corespunde o stare de deformare
triaxiala si invers. De exemplu in cazul intinderii barelor de sectiune
constantd, in Ssectiunea transversala apare o tensiune o, §i corespund

alungiri specifice & pe toate cele trei directii.

In orice punct al corpului deformat exista trei axe reciproc perpendiculare,
numite axele deformatiilor principale, pentru care componentele deformatiei
unghiulare y sunt nule. Unghiurile dintre aceste axe nu se modifica in urma
deformarii. Cele trei plane perpendiculare definite de aceste axe se numesc planele
principale ale deformatiei. Deformatiile pe directiile principale ale deformatiilor

au valorile ¢;, &, & Luad directiile principale ca axe tensorul deformatiilor

devine:
81 0 0
T.=|0 & 0 (52)
0 0 ¢

Ca rezultat al solicitarii corpurile se deformeaza si apar deplasari. Prin
deplasare se intelege modificarea pozitiei unui punct sau a unei sectiuni a
corpului. Se iau in consideratie numai deplasari elastice sau elasto-plastice
produse ca urmare a deformarii corpului, atunci cand acesta isi modifica
dimensiunile si forma geometrica initiala.

Fie un punct O din interiorul unui corp elastic. Dupa aplicarea sarcinilor

corpul se deformeaza si punctul ajunge in O°’. Deplasarea totala a punctului va fi

vectorul A cu originea In O si varful in O’. Proiectiile lui A pe axele sistemului
triortogonal se noteaza cu u, v si w s1 se numesc componentele deplasarii (figura

30).
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Figura 30.

Componentele deplasarii depind de coordonatele punctului si intre ele

exista relatia:
A=Au? +v +w?
Observatii:
e A cunoaste starea de deplasari dintr-un corp insemna sa se cunoascd
componentele deplasarii in orice punct al corpului.

o Vectorul deplasarilor unui punct are componentele u (pe 0x), v (pe Oy) si
w (pe Oz).
Cazul general de deformare poate fi considerat ca rezultatul unei

suprapuneri a doua stari de deformare:

- una datoritd deformatiilor liniare egale cu & si cu deformatii unghiulare

nule;

- alta datorita deformatiilor liniare &y - &y, &, - &9, &; - &9 §1 cu deformatiile
unghiulare %,, %o %, €gale cu deformatiile unghiulare ale starii de deformatii
initiale.

La prima stare de deformare se schimbd numai volumul (forma ramane

neschimbatd) si ea se caracterizeaza prin tensorul sferic al deformatiilor:
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o
I, =10 ¢ 0 (53)
0 0 ¢
o
_EntE,tE, - o _
cu g, = numitd deformatie liniard medie.

3
La cea de a doua stare de deformatie se schimba numai forma (schimbarea

volumului este egala cu zero) si ea este caracterizata prin deviatorul deformatiilor:

Exx %o 7/xy/2 7/xz/2

Tpy=| V)2 &€p=8& 7y)2 (54)
yzx/Z 7/zy/2 €276

La starea de deformatie initiald se schimba atadt volumul cat si forma.
Aceasta descompunere are o anumitd semnificatie fizicd, deoarece aparitia
deformatiilor plastice din material este legata de aparitia deformatiilor unghiulare.
In cazul tractiunii sau compresiunii triaxiale incercirile au ardtat ci nu apar
deformatii plastice in material. Aparitia deformatiilor plastice se datoreste numai
modificarii formei volumului elementar.

Suma componentelor corespunzitoare tensorului sferic si deviatorului
deformatiilor ne da componentele deformatiei in starea de deformatie initiald. Din
aceastd cauzd descompunerea starii de deformatie initiala este echivalenta cu
descompunerea tensorului deformatilor intr-un tensor sferic si un deviator al
deformatiilor:

T, =T, +Tp (55)

5.2. Variatia deformatiilor in jurul unui punct
Deformatiile specifice ca si tensiunile pot varia 1n jurul unui punct. Variatia
deformatiilor in jurul unui punct se exprimd prin urmdtoarele relatii, similare

relatiilor (31) si (32):
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Exy TE Epy - €
g(0)=——2 = W cos29+@sin29
2 2 2
y(0) _ xx-
2

(56)

&
WY sin 20+%cos 20

In orice punct al corpului deformat exista trei axe reciproc perpendiculare,
numite axele deformatiilor principale, pentru care componentele deformatiei

unghiulare y sunt nule. Unghiurile dintre aceste axe nu se modificd in urma

deformarii. Cele trei plane perpendiculare definite de aceste axe se numesc planele

principale ale deformatiei.

Observatie:
o Pe cele trei directii principale de deformatii alungirile specifice au valorile

&1, &, &3, 1ar lunecarile specifice sunt nule.

Pentru starea spatiala deformatiile principale pot fi determinate ca radacini

ale ecuatiei:

e -J,el +Jye-J;3=0 (57)
Invariantii J;, J, si J3 pot fi determinati din I;, I, si I3, dati de relatiile (25),
(26), (27), in care se inlocuiesc oy cu &g $1 7;; CU ;5 /2.

Pentru materiale izotrope, directiile deformatiilor si tensiunilor principale

coincid, iar deformatiile principale sunt date de relatiile:

2 2
e = S T Eyy + ol + Ty (58)
2 2 2 2
Lunecarea maxima se determina cu relatia:
2 2
Y max,min —+ €1-&) -+ Exx —gyy + 7 xy (59)
2 2 2 2
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Ca si 1n cazul tensiunilor, variatia deformatiilor in jurul unui punct poate fi
prezentatd in coordonate carteziene, polare sau prin cercul lui Mohr pentru
deformatii (cercul se traseaza in coordonatele £ si ¥/2).

Daca se reprezinta cercurile tensiunilor si cel al deformatiilor suprapuse, se
constata ca ele sunt concentrice si raportul diametrelor este:

D, I+v
D

s 1-v

6. Ecuatiile fundamentale ale Teoriei Elasticitatii

Ecuatiile fundamentale ale Teoriei elasticitatii pot fi grupate astfel:
1. ecuatii de echilibru (Cauchy);
2. ecuatii geometrice (relatii intre deformatii si deplasari),

3. ecuatii constitutive (legea lui Hooke).

Observatii:

o Fcuatiile fundamentale ale Teoriei elasticitatii sunt scrise pentru un
element de volum infinitezimal.

e [n ecuatiile din primele doud grupe nu intervin caracteristici de material §i,
in consecintd, ele sunt universal valabile.

e [n ecuatiile constitutive intervin aceste caracteristici §i deci acestea depind

de natura materialului.

6.1. Ecuatii de echilibru (Cauchy)
Aceste ecuatii au la bazd echilibrul de forte, nu fac apel la caracteristici

fizice i prin urmare sunt valabile pentru orice material.
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Dintr-un corp cu grosimea egald cu unitatea se izoleaza un element cu
dimensiunile dx, dy (figura 31). Elementul trebuie sa se afle in echilibrul. Se scriu
ecuatiile de echilibru luand in consideratie fortele rezultate din tensiuni precum si
fortele masice ale caror componente pe unitatea de volum se noteaza cu X si Y. Pe

planele ce cuprind axele Ox si Oy apar tensiunile oy, 0y, 7 $i 7,,. Dand

cresteri infinitezimale tensiunilor de pe fetele opuse ale elementului de volum si

scriind echilibrul fortelor se obtine:

yi Oyt M@y Dy Tyt agyyx,ay
C
—<— -~ /B
\ [ \ )
) } Txy ™ %}ax
\
O G 0
X, S R Oxx -
| Ot 5%
>
=) \
\
Ty | \ \
o _
] / N
T o)
—— ” dX " —
Figura 31

- proiectie pe orizontala:

oo or,,
o, dyl+| o, +—=dx|-dy-1-|7 + ay dy |-dx-1-7, -dx-1+ X -dx-dy-1=0
X Y

- proiectie pe verticala:
oo,

Oy
Se impart relatiile prin dx-dy se desfac parantezele si se reduc termenii asemenea.

or
o, -dx-1+| o, + dy |-dx-1-| 7 +—>dx |-dy-1-7_ -dy-1+Y -dx-dy-1=0
y y Xy Xy

ox

Se obtine:
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004, Oy +X =0

ox oy (60)
0Ty, 00,
——+——+Y =0

ox oy

Prin generalizarea relatiilor (60) se obtin ecuatiile diferentiale de echilibru

pentru starea generala de tensiuni:

00, Ot + 9%,y g

ox oy 0z
or,, OcC ot .,

T2 Faiv=0 (61)
ox oy 0z
ot
0tz T2y 092 L7y
ox oy 0z

Din a treia ecuatie de echilibru (o suma de momente fatd de centrul G al

elementului) rezulta:

dx az-xy dx dy aTyx dy
dy-1-—+| 1, +——dx|dy-1-—+7,, -dx-1-—+| 7, + dy |-dx-1-—=0
7D [xy ox Jy 2 7 I N 2

Txy :

Impartind ecuatia prin d);dy si apoi facand dx — 0,dy — 0 se obtine:

Tyy =Ty

In mod similar pentru starea generala de tensiuni se folosesc egalititile:

xy VX
Ty =To (62)
Tyz =Tz

Ecuatiile (62) exprimd principiul dualitatii tensiunilor tangentiale cu
urmatorul enunt: pe doua elemente de suprafata ortogonale componentele
tensiunilor tangentiale sunt egale, opuse si perpendiculare pe muchia comuna.
Acest principiu este valabil pentru toate punctele corpului solicitat oricare ar fi

natura sarcinilor aplicate si proprietdtile materialului.
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6.2. Ecuatii geometrice (intre deformatii si deplasari)

Ca rezultat al solicitarii corpurile se deformeaza si apar deplaséri. Se vor
stabili relatii geometrice intre deformatiile specifice ¢ [ §i componentele
deplasarii volumului elementar u, v, w, ecuatii valabile pentru orice material.
Pentru usurintd demonstratia se va face pentru cazul starii plane de deformatii.
Prin stare pland de deformatie se intelege starea la care au loc deformatii numai
intr-un singur plan (de exemplu deformatiile &, &, yx, In planul xOy).

Sub actiunea fortelor exterioare elementul din figura 32 se deformeaza (isi
modifica lungimea laturilor precum si unghiul initial drept dintre fetele acestuia).
Intrucat studiul deformatiilor, pe care le obtine elementul de volum in ansamblu,
este o problema dificila se prefera sa se studieze separat deformatiile proiectiilor
acestuia pe planele de coordonate. Se analizeaza proiectia OABC a elementului de
volum paralelipipedic in planul xQOy, inainte si dupa deplasare, respectiv

deformarea acestuia (figura 32).

ajdy

y ay B
C”
g c
3% -——f - 1B’
> |
g c B
| |
| |
| |
| |
| |
2 | |
| Au
: o | 9vdx
ox
> o A
o) A
u u X
du
‘ dx Ut ox dx
Figura 32

Componentele deplasarilor u, v pe axele Ox si Oy variaza. Daca punctul O

are deplasarile u s1 v atunci punctele 4 si C vor avea aceste deplasari plus
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cresterile diferentiale obtinute prin modificarea coordonatelor punctelor (figura

32). Deplasarea totald a punctului 4 pe directia Ox este 44, = u+2—udx, iar
AY

alungirea pe aceasta directie este:

Adx =u +a—udx—u :a—udx
ox ox
Alungirea specificd pe aceeasi directie este data de relatia:
_Adx _ ou

& - =
*odx ox

In mod analog pe directia Oy se obtine:

Ady=v+@dy—v=@dy
oy oy
_Ady  ov
g o
y y

In mod analog se determind alungirea specifica in directia Oz, incat pentru

starea spatiala de deformatii se poate scrie:

o
PN
ov

g, = (63)
Yy ay
ow
Erp =
0z

Inafara deplasarii in lungul axei Ox punctul A4 are si o deplasare in lungul

axei Oy: v+2—vdx , 1ar punctul B are o deplasare in lungul axei Ox: u+g—udy.
X y

Dreptunghiul elementar OABC se transformi in paralelogramul 0’4 B 'C’. Latura
O'A’ se inclind cu unghiul a (intruct unghiul este foarte mic, se poate accepta ci

este egal cu valoarea tangentei trigonometrice):
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v+@dx—v ov

1ga~a= 8xa = ayg L
de+ Mgy M X
Oox ox

. .., O - .
unde la numitor s-a neglijat 6_u = ¢, fatd de unitate.
X

Latura O'C’ se roteste cu unghiul A si in mod analog rezulti:

Z“dy ?
u
gh=p= yav ~
dy+—dy o

Ay

In aceste conditii lunecarea specifica in planul xOy este data de relatia:
ou oOv
Yop =+ f=—+—
w oy Ox
Prin permutari se obtin lunecarile specifice in celelalte doua plane. Pentru

starea generald de deformatii se poate scrie:

_Ou Ov
Vo oy Ox
ow Ou
=—+— 64
Ve =, (64)
v ow
"""

Asa cum deja s-a precizat pentru materialele izotrope lunecarile specifice

nu depind de sensul deformarii si in consecinta se poate scrie:
yxy :7/yx; 7/yz :yzy; Vxz =Vzx

Pentru starea planad de deformatie relatiile (63), (64) se reduc la:

ou
gxx:a
ov
Eyyza (65)
o o
"o =y " ox



Cele trei deformatii nu sunt independente ele fiind functii de u si v. Ele. Pentru a

stabili relatia dintre acestea se calculeaza:

de, 0 (&tj_ o%u

oy oy\ox) oxo
Zy 4 3 4 (66)
0°¢, Ou
8y2 8x8y2
9oy _ofov)_ 2%
ox ox\oy) Oxoy 6
a2‘9)/ _ 83\)
ox? 6y8x2
0?2 2 2 3 3
7xy:£831+8v:8u2+8v2 68)
oxoy  ox\gy® Ox0y ) oxOy® Oyox
Din relatiile (66), (67), (68) se observa ca:
2 2 2
07 xy _07¢, 0%, 69)

Ox0y 6y2 ox?
Relatia (69) exprima faptul ca materialul este continuu si poarta numele de

ecuatia de continuitate sau de compatibilitate a deformatiilor.

6.3. Ecuatii constitutive (fizice)

Este absolut necesar sa se stabileascad o legatura intre tensiuni si deformatii.
Acesta legatura se determina experimental, tensiunile si deformatiile fiind legate
fizic prin legea de comportare a materialului sub actiunea sarcinilor. Altfel spus:
un anumit material se deformeaza intr-un anumit fel sub actiunea unui anumit
efort si invers in interiorul corpului se dezvolta anumite tensiuni cdnd acesta se
deformeazd intr-un anumit fel. In acest grup de ecuatii intervin caracteristicile

fizice de material si in consecintd ele nu mai sunt valabile i pentru materiale
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ortotrope, decdt in cdteva situatii particulare. Din acest motiv, ecuatiile

constitutive vor fi prezentate separat.

Material anizotrop.

Starea spatiala de tensiuni

Ecuatiile constitutive sau fizice (dintre deformatii-tensiuni sau tensiuni-
deformatii) pot fi exprimate mai comod sub forma matriceald. Cazul general este
cel al materialului anizotrop. Pentru acest material relatiile constitutive pot fi

scrise matriceal astfel:

Exx S S Sz S Sis Sis| |[Ox
O

Ew| |S2ar S22 S23 S Sas S »y
€z | _|S31 S32 S3z Sz S35 Sis| |9z (70)
Vyz| |Sar Sa2 Saz Sae Sys Ses | |z
Vxz| |Ss1 Ss2 Ss3 Ss4 Sss Sse | | Tz
Yxy] [Ser Se2 Se3 Ses Ses Se6 ] [Ty
Relatia (54) poate fi scrisd simbolic:
{5U}:[§U]{O'U} (71)

unde [E,.j] se numeste matrice de complianta sau de elasticitate.

Termenii S;; sunt caracteristici elastice ale materialului. In sistemul

ij
principal de axe ale materialului, termenii matricei de complianta sunt:

S -L.5 ——Ye.g _ Yu.og Mg Tua.g T

n= > O = = > Olg > Ois > D6 >
E, E,, Ey; Gy, Gy, Gy,
T _ YV 1 5o Vs 5 - Mns | - Mos 3 - Mo,
AT T PR T e O T T e 9 T o Do T s 92 T o
11 2 33 2 31 12
S v S v s |- Mo, 5 Mss . 5 M33.12
31 Sy = Sy = 38y = s Sy = Sy = (72)
E E E G G G
) 2 33 23 31 12
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g :7731,11 .3 /A :7731,33 .3 :,u31,23 .5 = 1 g :/"31,12 .

|9%)

51 > M52 T 53 > M54 > M55 T > M56 s
Ell E22 E33 G23 G3l G12
- _ - _ _ — 1
5. = Tan .S, = 2,2 .5 = 233 . S, = Hip 3 LS. = Hip 3 L
Ell E22 E33 G23 G31 GIZ
unde: E; = modul de elasticitate longitudinala (Young), determinat de

directia axei O¥;

G,= modul de elasticitate transversald (Coulomb), determinat in planul iOj;

v; = coeficientul lui Poisson care caracterizeazd alungirea specifica pe

directia Oj, produsa de catre tensiunea normala o;, cu v; #v;;
Wy = coeficienti de lunecare transversala (Cenfov), care caracterizeaza

lunecarile dintr-un plan de coordonate iOk, produse de catre tensiunile tangentiale
care actioneazad Intr-un plan paralel cu un alt plan de coordonate i0Qj, cu
Hijix  Hijj >

Mii. i coeficienti de influentd reciprocd de prima spetd, care

caracterizeaza lunecarea y; produsa de catre tensiunea normala o; ;

M = coeficienti de influentd reciprocd de a doua spetd, care

caracterizeaza alungirea specifica &, produsa de catre tensiunea tangentiala 7 ;, .

ii »
Observatii:

e Matricea fiind simetrica fata de diagonala principala ( Eij =S ji)» dintre
cele 36 de caracteristici elastice, numai 21 sunt independente.

o Se remarca faptul ca, spre deosebire de materialele izotrope, la cele
anizotrope tensiunile tangentiale pot produce alungiri specifice, iar

tensiunile normale pot produce lunecari.

Invers, tensiunile pot fi exprimate functie de deformatii sub forma:
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owl| |0 O O O Ois O | [xx
Oyl (O 02 O Ox Oas Oz | |Ewy
Oz | _ 931 @2 933 g34 235 g% Jéz 73)
Tyz Qu Q0 Qi Qu Qs Qus| |7z
Txz Os; Os; Os; Osy Oss Osg | |V
T ) Qs Q52 Q53 QOss QOss Qs ] Vny
sau, simbolic: {o;}=[0]{¢;} (74)

unde [Q]=[S]" se numeste matrice de rigiditate.

Starea pland de tensiuni
In acest caz particular, relatiile constitutive pot fi exprimate matriceal

astfel:

St Sz Si6 || O

" (5)

Y xy Ss1 Se2  Ses Txy

Eyy = 5;21 5}2 *526 o

si respectiv
O xx 011 01 Qs ||6x
Oy (=921 Q22 Qa6 [{Ep (76)
Ty Q61 Q62 Q66 7xy

cu matricele [S] si [Q] simetrice fatd de diagonala principala.

Material ortotrop

Starea spatiala de tensiuni

Ortotropia este un caz particular al anizotropiei. La materialul ortotrop
existd 3 plane de simetrie ale caracteristicilor elastice. Pentru cazul solicitarilor
pe directiile principale ale materialului, relatiile constitutive cunoscute si sub

denumirea de legea [ui Hooke in spatiu pot fi scrise matriceal astfel:
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Exx| S Sz Sz 0 0 0] |0k
gyy S2] SZZ S23 0 0 0 Uyy
gZZ _ S31 S32 S33 0 0 0 GZZ (77)
7/yz 0 0 0 S44 0 0 Tyz
Y xz 0 0 0 0 S55 0 Ty
rol | 0 0 0 Sg |7y
unde:
1 V12 Vo V3 V3
Spi=——38p=8y=-F7"=-—"":8;3=83 =———=———}
Eq; E;p Ep E;; Esz
] V23 V32 ]
Sypy=——383=8Sp="""=-"7""3;853=——; (78)
Ej Eyy  Es; Ej3;3
1 1 1
Sqa=— 3855 =356 =~
Gr3 G3; G
Observatie:

o FElasticitatea materialului ortotrop este definitd de 9 caracteristici elastice

independente.

Starea pland de tensiuni

Pentru starea plana de tensiuni relatia (77) devine:

& = S2] S22 0 O (79)

Material izotrop
Starea spatiala de tensiuni
Elasticitatea materialului izotrop este definita de cétre trei caracteristici
elastice:
E — modulul de elasticitate longitudinala (Young),

G - modulul de elasticitate transversala,
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v - coeficientul de contractie transversala (coeficientul Poisson),
dintre care numai doua sunt independente.
Intre aceste caracteristici exista relatia:

__E (80)
2(1+v)

De asemenea trebuie precizat ca spre deosebire de materialele anizotrope la
materialele izotrope nu existd influente reciproce intre alungirile specifice & si
lunecarile vy .

Particularizand pentru corpul izotrop aflat in stare spatiald de tensiuni,

relatiile constitutive pot fi scrise tot sub forma relatiilor (70), unde:

1 1%
S11=82 =533 :E;SIZ =85, =813=83,=85;=S3, ==

1
S4q4 =855 =566 e (81)

Tinand cont de relatiile (70) si (81), relatiile constitutive pentru materialul

izotrop aflat in stare spatiala de tensiuni pot fi scrise explicit sub urmatoarea

forma:
L A
E E E
XX v i v 0O 0 0 O xx
E E E
Eyy v v ] Oyy
el |75 5 2 20 0o,
= ; (82)
Vyz o 0 0 = 0 0|5
Y xz G ; Ty
- 0o 0 0 0 e 0| |7y
o 0o o0 o o L
L G|

Se observa ca din sistemul de ecuatii (82), pentru corpul izotrop aflat in

stare spatiala de tensiuni, relatiile constitutive pot fi scrise sub forma:
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] -
Exy = = O\ — v(ayy +0,, )]
e =Llo, —viow +o.)]
w— plw xx "%z
o - )
&, = = 0., VO + 0y,
respectiv:
TX)’ . _ sz .

yxy:G’ ]/XZ_G’ 7/yz:

G

(83)

(84)

Relatiile reprezinta legea lui Hooke pentru starea spatiala de tensiuni sau

legea lui Hooke generalizatd pentru materiale omogene si izotrope .

Din relatiile (84) pot fi determinate tensiunile functie de deformatii:

E
Oxx = 3 [ €xx +V(gyy +é.)]

1-v
)
ny - 2 [8yy +V(8xx +gzz)]
1-v
(o :] L& V(e +Ey)]
-V

Starea planda de tensiuni

(85)

Pentru starea pland de tensiuni, relatiile constitutive se scriu sub forma

relatiei (77) cu:
1

14
S11=S82 =z S12 =8 =5 Se6 =G

Din relatiile (77) si (86) rezulta:

i v
Cox _ Ev IE
w(iT\TE E
]/Xy 0 0
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! (86)
O-xx
o, (87)
Txy



Dezvoltand se obtine legea lui Hooke generalizati pentru starea pland de

tensiuni:
Exy = i(axx - vayy)
E
(88)
oo o)
w T O TV
Ty
Vxy G (89)
Din (88) si (89) se exprima tensiunile functie de deformatii:
O x :m(gxx +V8yy)
E
oy =—2(5yy +VE ) (90)
Tyy = G}/xy
Pentru directiile principale relatiile (88), (89) devin:
1
& = E(O'] —v0'2)
o1
&2 21(02 -vo )
E
respectiv
op=——F(&+vez)
1-v
(92)
E
o= F(&2+vez)
1-v

Starea uniaxiala de tensiuni

Pentru starea uniaxiald de tensiuni (de exemplu tractiune pe directia axei
Ox) relatiile (89) devin:

Uxx
& =
Y E (93)
Eyy = VO xx



Din prima relatie (93), exprimand tensiunile functie de deformatii, rezultd
binecunoscuta lege a lui Hooke:
o =E&,, (94)

XX

De retinut

Teoria elasticitatii stabileste notiuni si relatii care permit determinarea
starii de tensiuni, starii de deformatie §i starii de deplasare pentru un corp solid
deformabil.

In plan pentru cunoasterea completd a starii de tensiune, deformatie si
deplasare a corpului elastic trebuie cunoscute urmatoarele opt functii de pozitia
punctului (x,y):

- starea de tensiuni: o, = F;(x,y)

o, =F;(xy)
Ty = F3(x)
- starea de deformatii: ¢, = F, (x,y)
g, =Fs (x.y)
Yo = Fs(xy)
- starea de deplasare: u = F; (x,y)
v="Fs(xy)

Pentru determinarea celor opt functii trebuie rezolvate urmatoarele ecuatii
ale elasticitatii in plan:

- ecuatiile diferentiale de echilibru (relatiile (60)):

a()-—m+az-i+X:0
0x oy
ox oy

- ecuatiile de deformatii (relatiile (65)):
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Ox

L v

Yy ay
Lou v
"o oy " ox

- ecuatia de compatibilitate (relatia (69)):

Gzyxy _ e, 82gy
Ox0y 8y2 ox?

- legea lui Hooke (relatiile (88), (89) sau (90)):

b= Lo -v0ry)

Eyy = E(Uyy - Vo'xx)

T

4
7/xy - G
Sau
Oxx = 2 (€xx +V‘9yy)
I-v
Oy :—1_V2 (€yy +VEr)
Tyy :nyy

7. Energia potentiala de deformatie

7.1. Energia potentiala de deformatie pentru bare drepte
7.1.1. Energia potentiala de deformatie specifica

La incarcarea unui corp solid elastic deformabil fortele exterioare cresc

treptat de la zero la valoarea lor intreaga (incarcare staticd). In urma deformarii
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corpului punctele de aplicatie ale fortele exterioare se deplaseaza producand astfel
un lucru mecanic exterior, iar energia potentiala de pozitie a fortelor exterioare se
schimba. Pana la limita de elasticitate lucrul mecanic cheltuit pentru deformarea
corpului nu se pierde ci se Inmagazineazd in corpul solid deformat, acesta
acumuland energie potentiali elastica de deformatie. Cand fortele exterioare sunt
indepartate, aceastd energie potentiala de deformatie readuce corpul la forma si
dimensiunile initiale. In cele ce urmeaza se va prezenta calculul energiei de
deformatie presupunand cd lucrul mecanic al fortelor exterioare se acumuleaza
integral sub formad de energie potentiald elastica, se neglijeazd deci energia
disipatd in acest proces.

Ipotezele pe baza carora se face calculul energiei de deformatie sunt:

e materialul este solicitat cel mult pana la limita de elasticitate (are o
comportare perfect elasticd), fiind valabila legea lui Hooke;

o fortele exterioare sunt aplicate static (viteza de deformare este foarte mica,
deci energia cinetica este practic nuld);

e se neglijeazd efectele termice, piezoelectrice, emisiile ultrasonore care
insotesc fenomenul deformatiei corpurilor, energia disipatd de aceste
fenomene fiind mult mai micd decat cea de deformatie elastica;

e se neglijeaza frecarile interioare si frecarile In reazeme.

Se determind 1n continuare energia de deformatie inmagazinata de unitatea
de volum numitd energie specifici de deformatie. Dintr-un corp solid, elastic
deformabil se izoleaza un element de volum, cu latura egald cu unitatea (figura
33). Cubul este orientat astfel incat doud fete paralele sa fie normale pe axa barei
(muchiile perpendiculare pe aceste fete sunt paralele cu axa barei) Se determina
mai intai energia potentiald de deformatie in cazul intinderii uniaxiale (cubul este
supus la tractiune cu tensiunea o). Forta finald care actioneaza in directia solicitarii
este F= ¢ I 1 (produsul dintre tensiunea o si suprafata pe care actioneazd). Sub

actiunea acestor tensiuni normale laturile cubului paralele cu axa barei se vor
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alungi. Unitatea de lungime este foarte mica si alungirea sa este & Pentru o
deplasare a fortei pe directia ei cu & aceasta produce un lucru mecanic egal cu
energia potentiala de deformatie acumulatd de elementul reprezentat in figura 33
(datorita faptului ca latura cubului este egald cu unitatea o si ¢joaca rolul de forta ,

respectiv de alungire).

Vo

Figura 33

Tindnd cont de prima teorema a Ilui Clapeyron (care se enuntd astfel:
pentru un corp elastic aflat in repaus, lucrul mecanic exterior produs de catre
sarcini este egal cu energia potentiala de deformatie acumulata de catre acel

corp) se poate scrie:

o 11 ¢ o ¢ (95)
2 2

In relatie factorul % rezulti din ceea ce a fost demonstrat in cursul de
Rezistenta materialelor $1 anume ca pentru deplasari liniar-elastice lucrul
mecanic al unei forte exterioare egal cu semi-produsul dintre forta si deplasarea
pe directia fortei. Relatia (95) reprezinta expresia energiei de deformatie specifica
acumulata 1n unitatea de volum pentru tractiunea simpla si este numeric egala cu
aria triunghiului hasurat din figura 34.

Similar, pentru forfecare sau torsiune se poate scrie:

U =L (96)
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Figura 34.

Tinand cont de legea lui Hooke, din relatiile (95) si (96) rezulta:

2

v, =
2t 97)

U -7

2G

7.1.2. Energia potentiala de deformatie elementara si totala

Daca se izoleaza din acelasi corp un paralelipiped elementar avand muchia
dx paralela cu axa barei, elementul de volum va fi:

dV =dAdx = dxdydz

Cand pe fetele dA vor actiona tensiuni, energia potentiali de deformatie
elementara (energia potentiald de deformatie inmagazinatd de un element de
volum dV) se obtine inmultind energia de deformatie specifica cu volumul
elementului. Prin urmare:

dU =U,-dV (98)

sau particularizand pentru cele doud tensiuni rezulta:

2

du=2_av

2t (99)
dU=_av

2G
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Prin energie potentiala de deformatie totali se intelege suma energiilor
elementare extinsd la intregul volum al barei. Inlocuind relatiile (99), rezulta

formulele pentru determinarea energiei potentiale de deformatie inmagazinata in

volumul V-
2
U=[7_av
)2E
) (100)
U= jT—dV
)2G

7.1.3. Energia potentiala de deformatie totala a barelor drepte

Se va determina energia totald pentru fiecare solicitare simpla.
Solicitari axiale

R s N . . . y
Tinand cont cd o = < din prima relatie (100) rezulta:

l

NY I ]
(gj L= L[ e aa :—jadx (101)

U:J. oEAZ y 2

v
Daca sectiunea si forta axiald sunt constante in lungul barei, integrala din

relatia (101) se calculeaza si rezulta:

N?I
A 102
2EA (102)

Invovoiere

Tinand cont cd o = I_y din prima relatie (100) rezulta:

4

My 1 15Mm?
U:i{l—yj o dAd —-{Fdxi 2dA_—j—de (103)

z

Daca sectiunea si momentul incovoietor sunt constante in lungul axei barei,

se calculeaza integrala din relatia (103) si se obtine:
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(104)

Lunecare

Inlocuind relatia Iui Juravski T = :T& in a doua relatie (100) rezulta:

Z

2 2 2 2
= LI g = 1 T deS :5 T—a’x (105)
2G5\ b1, 20GA Y212 29.GA

In relatia (105) a doua integrald este un coeficient adimensional a carui

valoare depinde de forma sectiunii transversale si care este dat de relatia:

I

2
Ab
Torsiune
Tinand cont ca 7=
p
doua relatie (100) rezulta:
2 M2 [ 72
M, M
U:j( f rj 1 a4 dx_—j M, oy [ ZdA_]j Ly (106)
AR 2G 29GI," 2,6l

Daca sectiunea si momentul de torsiune sunt constante in lungul axei barei,

se calculeaza integrala din relatia (106) si se obtine:
M
2GI,

(107)

Observatii:
o Daca bara este supusa simultan la mai multe solicitari simple energia

potentiala de deformatie se obtine prin insumarea termenilor
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corespunzatori fiecarei solicitari. Tindnd cont de relatiile (102), (104),

(105) si (107) rezulta:

[ 2 I 2 I 2 / 2
M

_ijN—dx+i M e e B P g LM (108)
29EA 20EI, " 2,GA  2,GI,

e Daca corpul se compune din mai multe bare se va face suma energiilor
potentiale de deformatie referitoare la fiecare bara.

e Pentru barele care sunt solicitate la incovoiere energia potentiala de
deformatie din incovoiere este preponderenta fata de aceea provenind din
forta axiala si forta taietoare.

e FEnergia potentiala de deformatie fiind o functie patratica de eforturile
sectionale insumarea termenilor corespunzatori fiecarei solicitari nu se
datoreaza aplicarii principiului suprapunerii efectelor, ci faptului ca

energia este o marime scalara.

7.2. Energia potentiala de deformatie specifica pentru starea

spatiala si plana de tensiuni

Daca se trece de la problema barelor (monoaxiald) la problema plana
(biaxiald), respectiv spatiald (triaxiald) energia potentiald de deformatie va fi suma
energiilor dupa cele doud, respectiv trei directii datoritd faptului ca este o marime
scalara. In continuare se va trata doar energia de deformatie specifica.

Daca asupra elementului se aplicd tensiuni normale pe toate cele trei directii

tinand cont de relatia (95) se obtine:
U=t open vo,e, +o.c.) (109)
2

Daca pe langa tensiunile normale asupra elementului actioneaza si tensiuni
tangentiale, tindnd cont de relatia (96) rezultd expresia generald a energiei

potentiale de deformatie specifici pentru starea spatiald de tensiune:

]( )
U= 5 \Oxxllor T Oy 8y 4 0282 F Ty Yy 7020y + TV 2 (110)
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Daca se inlocuiesc deformatiile liniare si deformatiile unghiulare cu relatiile

date de legea lui Hooke generalizata se obtine:

Uy =5lok o rol ) )
1~ OE XX +O-yy +0; 'E xxo-yy T 0,40 +O-yyo-zz +

(111)
+L(r§y +72 4 riz)
2G
Se observa ca energia potentiald de deformatie specificd este functie
patratica de tensiuni.
Din relatia (111) se poate stabili formula valabild pentru starea plana de

tensiune (6, =0, T, = 1), = 0):

1 2 2 |4 1 2
U] ZE(Gxx'i'O'yy)-EGxxO'yy-l-%Txy (112)

Prin particularizarea relatiei (112) se determind relatiile de calcul pentru
energia potentiala specificd de deformatie in cazul solicitarii de tractiune simpla
(6yy = 0, Ty, = 0) si forfecare purd (6, = 0, o,, = 0). Se regasesc in acest fel
relatiile (97).

In cazul cand axele de coordonate coincid cu axele principale ale stirii de
tensiune expresia pentru energia potentiald de deformatie specifica are urmatoarea

forma pentru starea spatiala de tensiune, respectiv pentru starea plana de tensiune:

1(2 2 2)V
U, =— +05 +03 |-—\oj0)+0107 +05,0
1 F 1 2 3 E(]Z 193 23)

(113)

7.3. Energia specifica necesara variatiei de volum §i schimbarii
formei
Cand un corp solid elastic este supus actiunii unor sarcini exterioare el se

deformeaza. Deformatia corpului poate fi separatd in doua:
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- o variatie de volum (corpul ramanand asemenea cu forma sa initiald);

- o schimbare a formei.

Corespunzator acestor doud aspecte, energia de deformatie specifica
acumulata de corp poate fi consideratd ca suma dintre energia necesara variatiei de
volum si energia necesard variatie formei:

U;=U;, +Uy (114)

Daca presupunem ca pe toate fetele cubului elementar actioneaza aceeasi

. O;+0)+03 . C e . .
tensiune o, = I — care are rolul unei presiuni hidrostatice, se obtine

numai variatia de volum si deci energia va fi folositd numai pentru modificarea
volumului.

Energia de variatie a volumului este:

U, =L3G,i -13051 =

2F E

1-2v)
sau inlocuind pe @, si efectuand calculele se obtine:
1-2v
Iv = 6E
sau (115)
_1-2v
6E

(G] +O'2 +G3)2

U, (axx +0,,+0,;

. . 1 - . .
Se observa ca pentru v = 5 rezultd U;, = 0, adica deformarea corpului se

produce fara deformatie de volum. Cum Uy, >0 rezulta ca v<1/2.

Diferenta dintre energia totala si cea de variatie a volumului reprezinta
energia de variatie a formei. Prin urmare:

Uy =U;-Uy (116)

Se introduc relatiile (2.97) si (2.99). Dupa efectuarea calculelor se ajunge la

urmatoarea relatie pentru calculul energiei de variatie a formei:
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I+v
Yir="sg

[(o)-0,) +(02-03) +(03-0,) ] (117)

sau

Ulf - ]6+—EV[(O-Xx - o-yJ/)Z + (O'yy -0 ) + (O-zz “Oxx )2 + 6(%?)/ + TJZ’Z + TZZX )] (1 18)

8. Teorii de rupere (de rezistenta)

Alegerea coeficientului de sigurantd se face in raport cu valorile limita o,

sau o, pentru stabilirea tensiunii admisibile, adica:

o, =—L (119)

unde o reprezintd tensiunea normala care caracterizeaza starea limita.

Se considera drept stare de tensiune limitid a materialului starea de tensiuni
care corespunde fie inceperii ruperii materialului, fie Tnceperii aparitiei unui
proces fizic care dintr-un motiv oarecare este considerat ca inadmisibil, nedorit sau
periculos.

In starea monoaxiali de tensiune aceste valori se obtin direct in urma
incercarilor de laborator la intindere sau compresiune. Pentru un element aflat intr-

o stare de tensiune caracterizatd prin tensiunile principale o;, o, 03
determinate, calculul coeficientului de sigurantd necesitd determinarea

experimentald a tensiunilor limitd o ;, o7,, o3 si se determina cu relatia:

O (o2 O
O ) 03

Aceste determindri experimentale se realizeaza rar in practicd datorita
numarului mare de incercari, a instalatiilor si a masinilor complicate si

costisitoare.
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Necesitatea de a compara starile de tensiune din diferite puncte ale
corpului, de a stabili punctul cel mai periculos si de a determina coeficientul de
siguranta, impune gdsirea unui criteriu de aparitie a curgerii sau a unui criteriu de
rezistentd, adica a unui factor cu ajutorul caruia s-ar putea aprecia pericolul starii
de tensiune si s-ar putea stabili locurile cele mai solicitate ale pieselor, fard a mai

recurge la o Incercare 1n fiecare caz in parte.

Compararea starilor de tensiune se poate face usor daca se alege drept baza
una din starile de tensiune, cea mai caracteristicd si cea mai usor de realizat
experimental si apoi folosind criteriul adoptat se compara cu aceastd stare de
tensiune toate celelalte. Aceastd stare de tensiune luatd drept baza se numeste
echivalenta. Drept stare echivalentd se ia starea monoaxiald de tensiune, intrucat
aceasta se poate realiza usor fard a fi necesare masini si dispozitive complicate,
epruvetele au o forma simplad si sunt usor de realizat, iar starea de tensiuni din

portiunea de calcul a epruvetei este omogena.

Tensiunea echivalentd este tensiuna principald a unui element imaginar
supus la intindere, executat din acelasi material ca si elementul dat si care se afla

intr-o stare de tensiuni tot atat de periculoasa ca si elementul dat.

S-au emis mai multe ipoteze asupra ruperii materialelor. Alegerea uneia
dintre ipoteze este determinatd de modul in care se verificd experimental aceasta
pentru starea de tensiuni consideratad. Prin urmare teoriile de rupere vor da

expresiile tensiunii echivalente o,.,; care fac posibild compararea starii

complexe de solicitare cu cea de intindere simpla. In urma determindrii tensiunii

echivalente relatia de verificare pentru piesa este:

Oechiv <0y (121)

Exista cinci teorii de rezistenta clasice:

- ipoteza tensiunii normale maxime (Galilei, Rankine),
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- ipoteza deformatiei specifice liniare maxime (Mariotte, Saint Venant),

- ipoteza tensiunii tangentiale maxime (Coulomb, Guest, Tresca);

- ipoteza energiei potentiale totale de deformatie (Beltrami, Haigh);

- Ipoteza energiei de deformatie modificatoare de forma (Huber, Hencky, R
von Mises),

Teoria starii limita a lui Mohr este o generalizare a teoriilor de mai sus ce
exprima intr-o forma unitara starea limita dintr-un corp si tine seama de
comportarea diferita a unor materiale la solicitarile de intindere si compresiune.

Valabilitatea unei teorii de rezistenta se poate atesta cu ajutorul

determinarilor experimentale pentru anumite stari particulare de solicitare.

8.1. Ipoteza tensiunii normale maxime
Aceasta ipoteza admite ca starea limita se atinge atunci cand tensiunea
normala maxima din corp atinge valoarea tensiunii starii limita de la solicitarea
de intindere monoaxiala.

Daca se considera starea spatiald de tensiuni cu tensiunile principale o,
0,, o3 avand respectatd inegalitatea o;>0,>03 atunci starea periculoasa apare

atunci cand

Omax = O1 = Oechiv (122)
Conform acestei ipoteze valorile celorlalte doud tensiuni principale nu au nici o
influenta asupra trecerii materialului intr-o stare de tensiuni periculoasa. In cazul

starii plane de tensiune tensiunile principale sunt date de relatia:

Oy +O

—yyiré\/(axx —O'yy)z +4T£y (123)

O =
1,2 2

O max =O $1prin urmare:

O, +0O

1 2
O ochiv = #yy‘FE\/(O—xx -O'yy)z +4Txy (124)

Daca o, =03 =0;7,, =T8¢ obtine:

O yy
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o 1[5 2
Gechiv:3+3 o’ +4r
G iy =050 +0,5. |0 + 472 (125)

Aceasta teorie nu tine seama de valorile diferite ale rezistentei la intindere

sau

st respectiv la compresiune a unor materiale. Rezultatele experimentale confirma
aceastd ipotezd in cazul ruperii materialelor fragile cand tensiunea normala
maxima este o tensiune de Intindere. Se aplicd cu succes pentru predictia ruperii
unor corpuri executate din materiale fragile supuse la solicitari statice. Ipoteza nu
poate fi folosita drept criteriu de rezistenta in cazul unei starii compuse de tensiuni

deoarece in general conduce la supradimensionarea pieselor.

8.2. Ipoteza deformatiei specifice liniare maxime
Dupa aceasta ipotezd aparitia starii periculoase este determinatd de
valoarea lungirii sau scurtarii specifice maxime, atunci cand aceasta este egala cu

deformatia periculoasa & ,qp;y -

Deformatiile specifice, in cazul solicitarii spatiale, sunt date de relatiile:
1
&= E[Gl ~v(o; +03)]
1
SZZE[UZ—V(G]+O'3)] (126)
€3 = E[G3 ~v(o; +0,)]
Presupunand ¢;>¢&,> ¢, criteriul este:
1
€1 = Emax = Cechiv = E[GI - V(O-Z +03 )] (127)

Starea de tensiuni este consideratd drept stare de tensiune limitd dacd marimea

Emax ©Ste egald cu deformatia liniara maxima din starea monoaxiald de tensiuni,

adica:
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Emax = —Geg”v (128)

Egaland ultimile doua relatii se obtine:
Techiv =01 —V(02 +073) (129)
In cazul starii plane de tensiune relatia devine:
Cechiv =0 ~VO; (130)
Daca in relatia (130) se introduc tensiunile o;, o, in care se considera

Oxx =030y, =0;7,, =751 v=0,3 se obtine:

O oepiv = 0350 +0,65.|07 +47° (131)

Aceasta ipoteza se remarca in cazul materialelor fragile, unde rezultatele obtinute

folosind aceasta teorie sunt foarte apropiate de cele obtinute experimental.

8.3. Ipoteza tensiunii tangentiale maxime

Acest criteriu are la bazd observatiile experimentale conform cérora la
materialele ductile curgerea este rezultatul lunecarilor in lungul unor plane ale
cristalelor sub actiunea tensiunilor tangentiale. In baza acestei teorii, starea limita
se atinge atunci cand tensiunea tangentiala maxima atinge valoarea tensiunii
tangentiale corespunzatoare starii limita de la incercarea de intindere
monoaxiald.

Tensiunile tangentiale sunt date de relatiile:

1

Ty :E(Uz —03)
1

7 :3(01 ~03) (132)
1

T3 =5(01 —02)

Tinand cont de inegalitatea o;>0,>0; rezulta ca tensiunea tangentiald maxima

este 7, si prin urmare:
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O0;—03

Tmax :7’-2 :T (133)

In cazul starii de tensiune monoaxiala, considerata ca stare echivalenta, tensiunea

tangentiald maxima are valoarea:

Toar = —echiv_ (134)
2
Din ultimile doua relatii rezulta:
Oechiv =01 — 03 (135)

Pentru starea plana de tensiune ultima relatie devine:

2
Oechiv = \/(O-xx - O-yy)z + 4Txy

iar in cazul particular al barelor la care o,, =050, = 0;7yy =7 relatia devine:

yy

O petiv = |07 + 477 (136)

Un dezavantaj al acestei ipoteze il constituie faptul ca nu tine cont de
influenta tensiunii normale principale o, . Ipoteza tensiunii tangentiale maxime a
fost verificatd experimental mai ales pentru materialele tenace la solicitarile de
intindere biaxiala si starile de tensiune biaxiale mixte. Ea este confirmata in cazul
materialelor care au aceeasi rezistenta la intindere si la compresiune. Intrucat din
conditiile de rezistenta corespunzatoare acestei teorii lipseste coeficientul de
contractie transversala aceasta teorie poate fi folosita si in domeniul plastic ca si

criteriu de plasticitate.

8.4. Ipoteza energiei potentiale totale de deformatie
Aceasta ipoteza considerd ca starea periculoasa este atinsa atunci cand
energia de deformatie specifica acumulata de piesa este egald cu energia
specifica corespunzatoare starii limita de la intinderea simpla. Energia potentiala

de deformatie specifica este data de relatia:
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U =—\o?+02+07 -100 +0,0; +0,0
1 ZE( 1 2 3) E( 102 +0,03+0,03) (137)

Pentru starea de tensiune monoaxiald echivalentd (o = o 4epj,02 =03 =0) relatia

devine:

2

O echiv
138
Y (138)

U]echiv =

Egaland energia potentiald specificd acumulata de materialul care se afla n
starea de tensiune studiatd cu energia potentiala specifica a aceluiagi material aflat

in starea de tensiune echivalenta se obtine:

O ochiv :\/612 +0'§ +632 —21/(6162 +0,0; +010'3) (139)

Pentru starea plana de tensiune o ; =0 si relatia devine:

2, 2
O ochiv =\/0'1 +05 -2vo;0, (140)
Inlocuind in relatia de mai sus pe o si o, si dupi efectuarea calculelor se
obtine:

2 2 2 2
Oechiv =O0xx T Oy — 2V0'xx0'yy + 2(1 + v)rxy (141)

Daca o, = 0;0,,=0;7,y =17 st v=0,3 relatia devine:

Cochiv =0 +2,67° (142)

Aceastd ipoteza a fost verificatd experimental in anumite cazuri de materialele

tenace.

8.5. Ipoteza energiei de deformatie modificatoare de formda
Conform acestei ipoteze starea periculoasa este produsa nu de energia de
deformatie totala, ci numai de energia de deformatie modificatoare de forma. Prin
urmare se adopta drept criteriu de rezistentd cantitatea de energie potentiald
specificd de variatie a formei acumulatd de materialul deformat in punctul

considerat. Aceasta energie se calculeaza cu relatia:
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I+v
Yir =g

[(o)-0,) +(02-03) +(o3-0,) ] (143)

Luand ca stare echivalentd solicitarea monoaxialda de 1intindere
(01 =0 echiv,02 =03 =0) se obtine pentru energia potentiala specifica de variatie
a formei urmatoarea expresie:

I+v >

U]fechiv = 3E O echiv (144)

Egaland cantitatea de energie potentiald specifica de variatie a formei
acumulata de elementul considerat cu cantitatea de energie potentiala specifica de
variatie a formei acumulatd de elementul aflat in starea de tensiune echivalenta se

obtine:

Gechiv:\/é[(G]_GZ)z+(62_o-3)2+(63_61)2] (145)

Pentru starea plana de tensiune o3 = 0 si relatia devine:

2, 2
O'echiv:\/o'l +0)-0,0; (146)
Inlocuind in relatia de mai sus pe o; si o si dupi efectuarea calculelor se

obtine:

2 2 2 2
echiv = Oxx T Oy + 0,0, + 375, (147)

o w TOxxOyy

Daca o, =03 =0;7,, = relatia devine:

O ochiv = 110'2 +37°2 (148)

Unul dintre avantajele ipotezei il constituie faptul ca in relatia (145) intra

O yy

cu drepturi egale toate cele trei tensiuni normale principale. Aceastd ipotezad se
verificd experimental pentru materialele tenace. De asemenea aceasta se verifica si
pentru starea plastica a materialului.

Ipoteza energiei de deformatie modificatoare de forma se aplica in cazul
solicitarilor preponderent de compresiune si concorda cu rezultatele experimentale

obtinute in cazul compresiunii triaxiale uniforme. Ca si teoria tensiunilor
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tangentiale maxime, teoria energiei potentiale specifice de variatie a formei este o
teorie de lunecare si prezinta aceleasi avantaje.

Aceastd ultimd ipoteza corespunde mai bine cu realitatea decat toate
celelalte ipoteze. De asemenea trebuie remarcat faptul cd intre aceasta ipoteza de
rupere §i cea a tensiunilor tangentiale maxime existd diferente foarte mici, in

momentul de fatd aceste doud ipoteze avand o larga utilizare.

8.6. Teoria starii limitd a lui Mohr

Teoria starii limita a lui Mohr este o generalizare a teoriilor clasice
prezentate anterior. Conform acestei teorii starea limita intr-un corp se atinge
atunci cand de produc lunecari dupa plane in care tensiunile tangentiale sunt
maxime sau primele deformatii din corp se produc atunci cand tensiunea
tangentiala maxima dintr-un plan de alunecare atinge valoarea maxima
corespunzatoare starii limita de la intinderea simpla.

Conform acestei teorii starea periculoasa apare in momentul in care starea
de tensiuni dintr-un punct a atins o stare limitd care este caracteristica fiecarui
material. Starea spatiala de tensiuni principale se poate reprezenta in plan cu

ajutorul cercului lui Mohr. Presupunand o3 <o, <o se construiesc cercurile Cy;,
CIZ, C23 cu diametrele 0]—03,0]—0)2,0)—03 Q”zgum 36)
In baza ipotezei tensiunii tangentiale maxime starea limita este definita de

. . - .. O] —03 . . =
tensiunea tangentialad maxima: 7, =7, == si este independenta de

valoarea tensiunii principale o, . Prin urmare in definirea starii limita intereseaza
numai cercul de diametru maxim o;-o03 cu centru Cj;; denumit cerc

determinant. Tensiunea tangentiald maxima este ordonata punctului M. Se spune

ca M este punctul caracteristic al starii limita.
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In cazul materialelor tenace drept stare limita se considera atingerea limitei

de curgere o,.. Pentru determinarea starii limitd pentru un material se incarcd o

serie de epruvete din materialul respectiv cu diferite feluri de solicitari, in urma

carora se obtin o;; st o3y (in cazul considerat o;. s1 o3.). Valorile astfel

obtinute se reprezinta in sistemul de axe rectangulare cOt prin cercurile lui Mohr
cu centre pe axa Oo (figura 37).
In figura se reprezinta starea de tensiuni la un material care are rezistenta de

rupere la intindere diferitd de cea de la compresiune (o, # o ), deci cercurile C;

si respectiv C, care reprezintd intinderea si compresiunea simpld si care au
diametre diferite. Infasuratoarea acestor cercuri reprezinta starea limitd pentru

materialul respectiv i pentru un material dat este unica.
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Figura 37

Daca se cunoaste infasuratoarea pentru studiul rezistentei se procedeaza

astfel: pentru starea de tensiuni datd se determind o; $i o3 $i se construieste

cercul lui Mohr. Daca acest cerc este in interiorul infasuratoarei, starea de tensiuni
studiatd se gaseste in zona de rezistentd a materialului. Daca cercul lui Mohr
atinge curba Infasuratoare materialul trebuie sa cedeze.

Prin urmare pericolul pe care il prezintd o anumita stare de tensiuni este
caracterizat prin marimea si pozitia cercului determinant fatd de infasuratoarea
limitd de pe diagrama cercului. Prin urmare doua stari de tensiune sunt la fel de
periculoase dacd cercurile determinante corespunzatoare sunt tangente la aceeasi
infasuratoare.

Cand materialul rezista la fel la intindere ca si la compresiune (materiale
tenace) cecurile C; si C, au diametre egale si infagurdtoarea este reprezentata in
acest caz prin doua drepte tangente la aceste cercuri pe portiunea dintre ele (figura

38).
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Figura 38.

Daca pentru curba infasuratoare ce reprezinta starea limita coeficientul de
siguranta este ¢=I atunci pentru curbele infasuratoare corespunzatoare starilor sub
starea limita coeficientul de siguranta ¢>1, iar in afara c<I (figura 39).

Coeficientul de sigurantd este determinat in momentul in care se stabileste
care dintre infasuratori este tangentd la cercul ce determina starea de tensiune
studiata. Prin urmare, stabilirea coeficientului de sigurantd pe baza acestei teorii
este corectd, dar in acelasi timp este foarte laborioasd deoarece pentru fiecare
material trebuie construite astfel de infasuratori limitd pe bazd de date

experimentale rezultate din incarcari.
Tl

C<l

C>1

a!
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Figura 39.

Din aceasta cauza, se considera in mod simplificat ca se inlocuieste curba
starii limitd cu dreapta MLN tangentd la cercurile lui Mohr, care reprezinta
intinderea simpla si compresiunea simpla (figura 40). In acest caz infasuritoarea
se construieste numai pe baza a doua incercdri, una de intindere si alta de

compresiune.

3 aj

Occ Oc¢i

Figura 40

Cu notatiile din figurd se poate scrie:
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91793 5 - L01703-20; 04 0;+0;
2 2 2 2 2

Pentru o stare de solicitare oarecare definita prin tensiunile principale o; si

0,K =0,0+0K = 02“' +

. . N o;—0O
o3 se construieste cercul cu centrul in K avand raza KL=%. Se poate

stabili o relatie intre tensiunile principale o;, o3 si limitele de curgere o.;, o
datd de conditia tangentei comune la cele trei cercuri.

Considerand triunghiurile asemenea O;PK si O;R0O, si scriind
proportionalitatea dintre laturi se obtine:

0,K  KP
0,0, O,R

sau

O¢ O1j+03 0O0;-03 O

2 2 2 2
Oci Occ Occ _Oeci
2 2 2 2

Dupa efectuarea calculelor se obtine:

oi=0, -2 o, (149)

GCC

In relatia (149) o reprezinti starea limitd pentru incercarea de intindere

simpld, luata egald cu limita de curgere. Prin urmare membrul din stanga al relatiei
este tensiunea echivalenta starii limitd. Relatia (149) devine:

O

Oechiv =01 — 03

cc

. O :
sau notand k = —<- se obtine:
O-CC

Oechiv =01 —k-03 (150)
Relatia lui Mohr (150) exprima tensiunea echivalenta functie de tensiunile

principale o L O, si raportul k£ dintre tensiunile admisibile la intindere-
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compresiune pentru cazul materialelor cu comportare diferita la intindere si
compresiune.

Particularizand aceasta teorie se obtine pentru diferite cazuri particulare:

- pentru cazul materialelor tenace k=1 (materiale avand aceeasi comportare
la intindere si compresiune) relatia (150) devine:

Oechiv =01 —03 (151)

Ultima relatie este similard cu relatia (135) care reprezintd criteriul de

rezistenta rezultat din ipoteza tensiunii tengentiale maxime. In acest caz linia starii

limita devine paraleld cu axa Oc ca in figura 41.

Tl

Figura 41.

- pentru cazul forfecarii (o | =70, =7) relatia de calcul a tensiunii

echivalente devine:

T =r+krt (152)
Gech
Sau Techiv Zm (153)

- pentru starea plana de tensiuni relatia de calcul a tensiunii echivalente

devine:

=‘a1 —k0'3‘30'a (154)

echiv

Daca ‘0' . ‘ > ‘0' 3 ‘ relatia (154) este o generalizare a teoriilor clasice:

- pentru k=0 se obtine ipoteza tensiunii normale maxime;
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- pentru k=1 se obtine ipoteza tensiunii tangentiale maxime;

- pentru k= v=0,3 se obtine ipoteza deformatiei specifice liniare maxime.

Teoria starii limita a lui Mohr nu necesitd o verificare experimentala
suplimentard deoarece se bazeaza in intregime pe date experimentale. Aceasta se
aplica 1n special la materialele fragile cand solicitarea dominanatd este

compresiunea.

De retinut:

Experientele au aratat ca nici una din teoriile de rezistentda nu s-a impus ca
o teorie general valabila. Totusi in majoritatea starilor de tensiune teoria lui
Mohr, teoriile tensiunii tangentiale maxime s§i a energiei de deformatie
modificatoare de forma dau rezultatele cele mai apropiate de cele obtinute
experimental.

Pentru materialele tenace (otel) se recomanda utilizarea teoriei tensiunii

O echiv = ,/0'2 +4r2 <o,

si a teoriei energiei de deformatie modificatoare de forma:

O ochiv = 1/02 +312 <o,

Pentru materialele fragile se recomanda utilizarea ipotezei deformatiei

tangentiale maxime:

specifice liniare maxime:

Cochiv = 0,350 +0,65 |0 +477 <o,
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