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CAPITOLUL 1

NOTIUNI RECAPITULATIVE

1.1. Caracteristici geometrice ale suprafetelor plane

In acest capitol se prezinti o recapitulare minimald caracteristicilor
geometrice ale suprafetelor plane, absolut necesard aborddrii disciplinei de
Rezistenta materialelor. Pentru o suprafata plana, care poate fi cea a sectiunii
transversale a unei bare, se va lucra in sistemul de referintd zOy, axa Ox fiind
aleasd pe directia axei barei. In categoria caracteristicilor geometrice ale
suprafetelor plane se Incadreaza: aria, momentele statice, momentele de inertie,
modulele de rezistenta, razele de inertie.

1.1.1. Aria

Cea mai simpla caracteristicd geometricd a sectiunii transversale, aria

. .. . o o 24 . o .
sectiunii, are ca unitatea de masurd [mm~] si se calculeaza cu integrala:



A=[,dA (1.1)
S-a considerat sectiunea compusd dintr-o infinitate de arii elementare dA,

integrala semnificind extinderea calculului pe toatd sectiunea.

1.1.2. Momentul static

Se considerd o figura plana de forma oarecare, de arie A, raportatd la un
sistem de axe rectangulare zOy (figura 1.1). Momentele statice ale suprafetei fata
de axele Oz, respectiv Oy se calculeaza cu relatiile:

S, = jA ydA
Sy = [y zdA (-2

. o - A 3
Momentul static se masoara in [mm’].

y dA

Figura 1.1

Momentele statice se utilizeaza pentru determinarea pozitiei centrului de
greutate G al ariei sectiunii transversale. Daca se noteaza cu zg $i y coordonatele
centrului de greutate G al unei figuri (figura 1.2) se pot scrie relatiile:

S, =Ayg

1.3
Sy =AZG ( )



I
Ya

A
Y

Figura 1.2

Din relatiile (1.3) se observa cd momentul static al sectiunii fatd de o axa
care trece prin centrul de greutate al sectiunii este nul. Sistemul de axe care are
originea in centrul de greutate al sectiunii transversale se numeste sistem de axe

central, iar axele sunt axe centrale.

Din relatiile (1.3) rezulta coordonatele centrului de greutate:

ZG =S_y
A (1.4)
_S,

Daca o suprafata oarecare este compusa aceasta se divide in figuri simple,
pentru care se cunosc aria §i pozitia centrului de greutate, iar momentele statice

ale intregii figuri se determina prin sumarea algebrica a momentelor statice ale

figurilor componente. Prin urmare:

(1.5)

Pentru o suprafatd oarecare, care pate fi descompusa in figuri simple,

coordonatele centrului de greutate se calculeaza cu relatiile:



n
2 Az
26 = i=1
A
N (1.6)
2 Ajygi
yG = i=1
G A

n
incare: A =2 A, este aria intregii figuri;
i=1

A, - aria figurii i;

Zgi » Yai - coordonatele centrului de greutate al figurii i.

Observatii
1) Orice axa de simetrie contine centrul de greutate al figurii.
2) La intersectia a doua axe de simetrie se gaseste centrul de greutate.

3) Ariile si momentele statice ale unor goluri sunt considerate negative.

1.1.3. Momente de inertie

Pentru suprafata pland din figura 1.3 se pot defini: momente de inertie

axiale, moment de inertie centrifugal, moment de inertie polar.

1.1.3.1. Momente de inertie axiale
Momentele de inertie axiale ale unei figuri, fatd de axele Oz si respectiv

Oy, sunt date de relatiile:
I, = [y*da
A

(1.7)
2
I, = [z°dA
A



A
v

Figura 1.3

1.1.3.2. Moment de inertie centrifugal
Momentul de inertie centrifugal se determind cu relatia:

Iy = JzydA (1.8)
A

Axele in raport cu care I,, = 0 se numesc axe principale de inertie. Fata
de aceste axe, momentele de inertie axiale I, si I, au valori maxime, respectiv
minime. Axele principale care trec prin centrul de greutate al figurii se numesc

axe principale centrale.

1.1.3.3. Moment de inertie polar
Momentul de inertie polar se determina cu relatia:

I, = fr?dA (1.9)
A

Daca se aplicd teorema lui Pitagora pentru unul din triunghiurile formate

in figura 1.3 rezulta =z + y2 si inlocuind 1n relatia 1.9 se obtine:

2 2 2
I, = |r*dA = [z°dA + [y*dA
A A A
respectiv I, =1, +1, (1.10)

Observatii:

1) Momentele de inertie axiale si polare sunt intotdeauna pozitive.



2) Momentul de inertie centrifugal poate fi pozitiv, nul sau negativ.
3) Unitatea de mdsurd pentru toate momentele de inertie este [mm’].
4) Momentele de inertie ale golurilor se considera negative.

5) Axele de simetrie sunt §i axe principale.

6) Momentul de inertie polar este egal cu suma momentelor de inertie axiale

fata de doua axe perpendiculare oarecare care trec prin polul considerat.

1.1.4. Variatia momentelor de inertie in raport cu axe paralele

Se considera o suprafata plana de arie A raportata la un sistem de referinta
central, fatd de care momentele de inertie ale suprafetei sunt I, I, si I,. Sa se
determine momentele de inertie ale suprafetei fatd de un alt sistem de referinta,
avand axele paralele cu primul (figura 1.4).

Pe baza figurii se poate scrie:

yi=yty
° (1.11)
z1=2+12,
Yo y
dA
»
Y ¥ / z
A 0=G >g
Yo - A
v “
O’ d ZO L‘ZL
Figura 1.4

Utilizand formulele generale pentru momente de inertie, dupa efectuarea

tuturor calculelor, se obtine:
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IZ0 =1, + ygA
Iy =1, +23A (1.12)
Iz y, =lzy + ZoYoA
unde: coordonatele z, si y, sunt luate cu semnul lor si reprezintd coordonatele
originii sistemului vechi Tn noul sistem de coordonate.

Relatiile (1.12) se numesc relatiile lui Steiner si se enuntd astfel:
momentul de inertie axial fata de o axa paralela cu o axa centrala este egal cu
momentul de inertie fata de axa centrala plus produsul dintre aria sectiunii §i
patratul distantei dintre cele doua axe, iar momentul de inertie centrifugal este
egal cu momentul de inertie centrifugal fata de axa centrala plus produsul
distantelor (dintre cele doua axe) cu aria.

Relatiile (1.12) se folosesc frecvent pentru calculul momentelor de inertie
ale figurilor compuse. Aduniand primele doud relatii (1.12) se obtine pentru

momentul de inertie polar urmatoarea expresie:
Ipo =1, +(z3 +y3)A (1.13)
Daca se cunosc momentele de inertie Tn raport cu niste axe oarecare,
atunci pentru axele care trec prin centrul de greutate al figurii, paralele au axele
date din relatiile (1.12) rezulta:
I, = IZO - y%A
Iy =1, - zgA (1.14)
Izyzlzoyo - ZOYOA

Din ultimele relatii se observa cd momentele de inertie Tn raport cu axele
centrale au cea mai micd valoare In comparatie cu momentele de inertie pentru

oricare alte axe paralele cu primele.

1.1.5. Variatia momentelor de inertie la rotirea sistemului de

referinta. Momente de inertie principale

11



Daca pentru o suprafatd pland oarecare, de arie A se cunosc momentele de
inertie I, Iy si Iy, fatd de un sistem de axe rectangulare zOy cu originea in
centrul de greutate (figura 1.5), se pune problema de a determina momentele de
inertie fata de un sistem de referinta rotit cu unghiul o fatd de primul.

Coordonatele unui element de arie dA in noul sistem de axe, se exprima in
functie de coordonatele din vechiul sistem cu ajutorul relatiilor:

Zo =YySIMa+zcosa

1.15
Yo = ysina-zsina (1.15)

Se 1nlocuiesc aceste expresii in relatiile de definitie pentru momentele de

inertie axiale si momentul de inertie centrifugal.

Figura 1.5

Dupa efectuarea tuturor calculelor rezultd urmatoarele expresii cu ajutorul

carora se determind momentele de inertie fata de sistemul de axe rotit:

12



L+1, I,-I,
L,= + 5 cos2a-1,, sin2a

L+1, I,-1,
I, = - cos2a+1,, sin2a

(1.16)

Z .
Lo = ~sin 20+1,, cos2a

Daca se aduna primele doua relatii (1.16) rezulta:

Lo + Ly=I, + I, = I, = constant (1.17)
Rezulta cd suma momentelor de inertie axiale Tn raport cu orice pereche de
axe ortogonale care trec printr-un pol dat este constanta si egala cu momentul de
inertie polar indiferent de pozitia pe care aceste axe o ocupa prin rotirea in jurul
originii.
Din relatiile (1.16) se observa ca momentele de inertie I, si I, variaza cu
unghiul o. Valorile extreme (maxime si minime) ale momentelor, numite

momente de inertie principale se noteaza cu I si I, si se determina cu relatia:

I +ly | ﬁZ-IyP 5
1,2 = 2 - 4 +Izy

(1.18)

Pentru I; = I, se considera semnul (+), iar pentru I, = L;, semnul (-).

Axele fatd de care momentele de inertie axiale au valori extreme se
numesc axe principale de inertie si se noteazda cu 1 si 2. Directiile principale
(directiile axelor principale) sunt date de ecuatia:

21,
I,- 1

y z

(@20 = (1.19)

Valorile extreme ale momentului de inertie centrifugal I,y corespund unui
sistem de axe care fac un unghi de 45° fatd de axele principale si se calculeaza cu
relatia:

L-1p
2

I

, =t (1.20)

zyl,

13



Observatii

1) Axele de simetrie ale unei figuri sunt axe principale de inertie.

2) Momentul de inertie centrifugal I, este nul in raport cu axele
principale de inertie.

3) Pentru I, < 0 axa principala 1 (fata de care momentul de inertie este
maxim) trece pin primul cadran, iar pentru Iy, > 0 prin cadranul al doilea.

4) Directiile principale sunt ortogonale.

5) Din punct de vedere practic un interes deosebit prezinta momentele de
inertie centrale principale (momente calculate in raport cu axele principale care
trec prin centrul de greutate al sectiunii).

6) Pentru sectiunile cu o singura axa de simetrie aceasta este axa

principala, iar a doua este perpendiculara pe aceasta prin centru de greutate.

1.1.6. Module de rezistentdi
1.1.6.1. Module de rezistentd axiale

Modulele de rezistenta axiale W, si Wy sunt definite de relatiile:

1
W, =—*
y
max (1.21)
IY
Wy =
Zmax

unde: ymax = distanta de la axa Oz la punctul cel mai indepartat al sectiunii;

Zmax = distanta de la axa Oy la punctul cel mai indepartat al sectiunii.

1.1.6.2. Modul de rezistenta polar
Se defineste modulul de rezistenta polar ca raportul dintre momentul de
inertie polar si distanta de la pol pana la punctul cel mai Indepartat al sectiunii:

IP
W, = (1.22)

IFmax

) < - < A 3
Modulele de rezistenta se masoara in [mm’].

1.1.7. Raze de inertie. Elipsa de inertie

14



Razele de inertie sau de giratie ale unei figurii, in raport cu un sistem de

axe zOy sunt date de expresiile:

I
2=\
(1.23)
o
iy A

Unitatea de mdsura pentru razele de inertie este cea de lungime [mm)].

Pentru axele de inertie principale centrale razele de inertie principale sunt:

I

A

. I,
170 = X

Aceste raze de giratie sunt semiaxele elipsei principale centrale de inertie

1 =
(1.24)

a figurii a carei ecuatie este:

Z2

2
zZ Y (1.25)
2 T
I

1.1.8. Calculul caracteristicilor geometrice
1.1.8.1. Caracteristicilor geometrice pentru suprafete simple
Pentru suprafetele simple expresiile momentelor de inertie se determind prin

integrarea directd a formulelor de definitie.

Aplicatii

Ne propunem, de exemplu, sa determindam momentul de inertie pentru un
triunghi oarecare (figura 1.6) de latime b si ndltime h, in raport cu axa Oz care
trece prin baza triunghiului. Se considerd o suprafata elementard de arie dA de
forma unei fasii paralele cu axa Oz, de liatime b(y) si inaltime dy. Din
asemanarea triunghiurilor se poate scrie b(y) si respectiv expresia elementului de

arie:

15



y B A
dA
| h
b(y) \I
0
< b z
Figura 1.6.
b
bly)= E(h -y)
b (1.26)
dA =b(y)dy = H(h -y) dy
Prin urmare:
ph bh3
I, = jy2dA=—§y y)dy-— (1.27)
A h g

Pentru cateva sectiuni simple caracteristicile geometrice au urmdtoarele
expresii:

- pentru dreptunghiul de indltime h si baza b:

A=bh; I, =£; I =£ \W =£ w =@ (1.28)
12 o127 6 Y 6
- pentru patratul de laturd a (b=h):
, a3 a2
A=a"; I, =1y = TR WZ:wy:? (1.29)

- pentru cercul de diametru d, ca si pentru pdtrat, toate axele centrale ale
sectiunii sunt principale si toate momentele de inertie centrale principale sunt

egale. Similar si pentru hexagon, etc. In cazul sectiunii circulare caracteristicile

geometrice sunt date de relatiile:

16



(1.30)

P™ 16
- pentru un triunghi oarecare de latime b si inaltime h, in raport cu

sistemul de axe central:

_bh b’ w _bh? 131
27 2736 2724 ‘
- pentru un poligon regulat cu n laturi de lungime a:
I, =1 mR: ( 2) I L ( 2) 1.32
= = + . = + .
7 Y = 1o s olcosa ; p 60 s olcosa ( )
2
unde: o0 =—;
n
a
R=—
2sina

In afara de sectiunile simple, ale caror caracteristicile geometrice sunt
calculate, in practica inginereasca se folosesc profile standardizate (profil I, U, T
cornier cu aripi egale si neegale) ale caror caracteristici geometrice se gasesc

tabelate.

1.1.8.2. Caracteristicilor geometrice pentru suprafete compuse
Pentru determinarea pozitiei axelor centrale principale si a momentelor de
inertie principale centrale ale unei sectiuni compuse, care poate fi descompusa in

figuri simple, se vor parcurge urmatoarele etape:

1) Se descompune sectiunea compusa in figuri simple.

2) Se alege unui sistem de referinta arbitrar.

3) Se determina pozitia centrului de greutate al sectiunii, cu relatia (1.6).
4) Se determina, utilizdnd relatiile (1.12), momentele de inertie axiale I,, I,

si cel centrifugal I, fata de sistemul de axe central (un sistem de axe cu originea

17



in centrul de greutate al sectiunii §i cu axele paralele cu cele ale sistemului
initial).

5) Se determina, cu relatia (1.19) unghiul de rotire al axelor principale.

6) Cu relatia (1.18) se determina momentele de inertie principale.

7) Cu relatiile (1.21) si (1.24) se determina modulele de rezistenta axiale
si respectiv razele de inertie centrale.

Etapele mentionate se aplici pentru cazul general. In cazul existentei

axelor de simetrie calculul se simplifica (vezi aplicatia urmatoarea).

Aplicatii
1) Sa se determine caracteristicile geometrice ale unei sectiuni Tn forma de

coroana circulard cu diametrul exterior D si cel interior d. (figura 1.7).

y

ST

W S on

Figura 1.7

Suntem 1n situatia unei sectiuni cu doud axe de simetrie. Prin urmare
centrul de greutate al coroanei circulare este la intersectia axelor de simetrie. Aria
si momentele de inertie ale coroanei se obtin prin sumarea algebrica a ariilor si

momentelor lor de inertie ale cercurile concentrice. Prin urmare:
A=7(D?- d%);
4
I, =1, =6—7Z(D4 ~dh (1.33)
I, = 3—“2(D4 )

18



Modulele de rezistenta ale coroanei se determina cu relatiile (1.21), (1.22):

1 1 T
W, =W =—Z=—Z=—D4— d4,
? Y Y max E 32D( )
2
I I (1.34)
p p T 4 4
W, =——=—= D"- d
P Imax B 16D( )
2

Observatie

Modulele de inertie ale unei sectiuni compuse nu se pot calcula prin
sumarea algebrica a modulelor de rezistenta ale figurilor componente.

Razele de inertie se calculeaza cu relatia:

I p*- a4 1
iZ=iy=\/%—\/n( ) 2 =D 24d% (135)

64 n(D2

2) Sa se determine caracteristicile geometrice ale sectiunii din figura 1.8.

3t
y y/\ (<
X A
A
2 Vimx e
1 Z, % 181
8t
\
2 \ 4
Y
% ﬁl»

Figura 1.8

Sectiunea are doud axe de simetrie. La intersectia lor se afla centrul de
greutate G al sectiunii. Pentru determinarea caracteristicilor geometrice, se alege

sistemul principal central zQy. Se descompune sectiunea in trei dreptunghiuri.

19



Aria sectiunii este suma ariilor dreptunghiurilor componente:
A=28t2+2 16t2 =60t2 (1.36)
Utilizand relatiile (1.28), (1.12) se obtine:

2t(14t)° 8t(2t)°
A +2
12 12

+(80)%(8t-2t) =1492t* (1.37)

14t(2t)? 2t(8t)°
=1, 2 o
y 12 12

=180t* (1.38)

Modulele de rezistenta axiale se determina cu relatiile (1.21):

1, 1492t* 3
W, = y = "ot =165,8t7;
m (1.39)
Iy 180t 3
W, =——=—""=45t
Zmax 4t
Razele de inertie principale se determina cu relatiile (1.24):
, \/ﬂ 1492t% .
i, =1 =4— = = 5t;
‘ A\ e0t?
(1.40)
[y isort -
1., = 12 =4 = = s
Y A\ 60t2

3) Sa se determine caracteristicile geometrice ale sectiunii din figura 1.9.

Sectiunea are axa de simetrie verticala. Aceasta trece prin centrul de greutate al

sectiunii §i se va calcula numai yg, fatd de axa Oz’, aleasa arbitrar (cu relatia

1.6). Fata de sistemul de axe figurat centrul de greutate al sectiunii are ordonata

(abscisa fiind zero):

2
AV
= IYGI_?)t 12t 6t+9t 4t 14t

YG= A 12t 3t+4t Ot

=10t (1.41)
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Figura 1.9

Axa Oy (axa de simetrie) este axd de inertie principald. Sistemul de axe
zGy este sistem principal central. Momentele de inertie centrale principale se

determina cu relatiile (1.28), (1.12):

3t(12t)3 9t(4t)3
I,=1I = (12) +(41)? 36t2+%+(4t)2 3612 =1632t* (1.42)
12t (3t 4t (9¢)3 4
y =12 2 12 (1.43)

Se calculeaza modulele de rezistenta axiale si razele principale de inertie

1, 1632t* 3
W, = = =le
Y max (1.44)
! 108t 3
W, =——=——— =24t
Zmax 4,5t
[, iesart ™
1Z = 11 =4 = ) = y
AV T2 (1.45)
Iy st
ly =ip =47 = 22 =12t

4) Sa se determine caracteristicile geometrice ale sectiunii compuse din

figura 1.10. Suntem 1n situatia unei sectiuni compuse oarecare fara axe de

21



simetrie i prin urmare pentru determinarea caracteristicilor geometrice se vor

parcurge toate etapele prezentate in paragraful 1.1.7.2.

x Y vl b o
1 B h | 1]
& 1 GA 4,
A V'
4 Yol | o8 T
A
A 172 \ Loy
J & ¢} 42,5t 51172 0|y z
< <b|
Figura 1.10

Se descompune sectiunea compusd in doua dreptunghiuri si se alege
arbitrar sistem de referintd z’Oy’. Se determind cu relatia (1.6) coordonatele

centrului de greutate fata de sistemul de referinta arbitrar:

2
AV
im0 stot et 20 4r
6= 2 T 5t 2t+46t 2t r
2A;
i=1
% (1.46)
A:zc:
_izllGl_St 2t 2,5t+6t 2tt~17t
GT 2T 5t 2te6t 2 ’
SA,

Se calculeaza cu ajutorul relatiilor lui Steiner (relatiile 1.12), momentele de
inertie centrale (fatd de sistemul de axe central zGy, un sistem de axe cu originea

in centrul de greutate al figurii si cu axele paralele cu sistemul de axe ales initial):

5120 2t(6t)3

g 12

+5t2t(1,6t)% + +2t6t (1.4t)? =88 ,5t% (1.47)
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2t(5¢)3 6t(2t)3
I, = Gt) +5t2t(0,8t)% + 1) +2t6t(0,7¢) =37¢ (1.48)
YT 12 12
Iy =2t5t14t(-1,60)+2t 6t(-0,7)0.8t = -29,1t* (1.49)

Cu relatia (1.19) se determind, unghiul de rotire al axelor principale:

4
tg2ay 5 = el R 13
< Iy- 1, 37t ogs st (1.50)

> 0; =24%50, =247 +90" =114°

Momentele de inertie centrale principale se determina cu relatia (1.18):

I +ly (IZ-Iy)2 e

2=", % 1 tlzy =
(1.51)
sg.s5tt +37¢4 | st~ 374 ) ( ap
= + +{ 29,1t
2 4
I, =62,75t* +38,85t* (1.52)

Rezultal, = 101,6 t*; 1, =23,9 ¢*

Cu relatiile (1.24) se determina razele de inertie principale:

, I, [101,6t
11 = X = 3 = 2,14t
22t (1.53)
, 1, [23,9¢* Lodt
1 = — = = s
27VA T 222

5) Sa se determine caracteristicile geometrice pentru suprafata plana din figura
L11.

Expresiile caracteristicilor geometrice se determina prin integrarea directad a
formulelor de definitie. Se considerad o suprafata elementara de arie dA de forma

unei fasii paralele cu axa Oy, de latime dz si indltime y.
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Figura 1.11

Aria suprafetei se calculeaza tinnd cont de relatia (1.1):

b b 2 ab3
A= [dA = [ydz=afz%dz =— (1.54)
A0 0 3
Dar ab2=y(b)=h.
Prin urmare se poate scrie:
bh
A= ? (1.55)

Relatiei (1.55) 1 se poate da urmatoarea interpretare: aria segmentului de
parabola din figura 1.11 este egald cu 1/3 din aria dreptunghiului “circumscris”,
de laturi b si h.

Cu acelasi element de arie dA se pot calcula momentul static st momentul

de inertie fata de axa 0y, tinand cont de relatiile (1.2) s1 (1.7):

Sy = JzdA l} ’d b _b’h (1.56)
= )z —al\z’dz=—""="—"" .
YA o 4 4
5 3
b> bh
I, = [2dA=afstd === (1.57)
Y A 0 5 5
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In mod similar se pot determina caracteristicile geometrice fatd de axa Oz,
considerand un element de arie paralel cu aceastd axa. Se obtine:
bh? h3b

S, =g sl =" (1.58)

Pozitia centrului de greutate G pentru suprafata planda consideratd se

determina cu ajutorul relatiilor (1.4):

Sy b*h 3 3
“6=A"4 bho4°
) (1.59)
_S, _bh” 3 3.
Y6ZAT 10 bh 10

1.2. Elemente de statica

1.2.1. Forte si momente
Se considera o forta IJ; , cu componentele f ,fl,f , aplicatd In punctul M

de coordonate x, y, z (figura 1.12). Daca a, B ,y sunt unghiurile dintre directia

fortei si axele de coordonate se poate scrie:

F-k+¥+7

1.60
F:\/X2+Y2+ZZ (160
X =Fcosa
unde: Y =Fcosf (1.61)
Z=Fcosy
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Figura 1.12

Momentul unei forte se poate calcula fata de un pol si in raport cu o axa.

In ambele cazuri sensul vectorului moment se stabileste cu regula burghiului

drept. Modulul momentului unei forte ﬁ fata de un punct O (fata de un pol) se
calculeazd cu relatia (1.62) si este egal cu produsul dintre modulul fortei i
bratul acesteia. Bratul fortei b reprezintd marimea perpendicularei dusa din pol
pe suportul fortei (vezi figura 1.13):

M=F b (1.62)

dreapta suport

sensul rotirii

Figura 1.13

Teorema lui Varignon: Fie un sistem de forte care admite ca sistem
echivalent o rezultanta unica. Suma momentelor fortelor in raport cu un punct
este egala cu momentul rezultantei sistemului, calculat in raport cu acelasi
punct. Conform teoremei lui Varignon, momentul unei forte este egal cu suma
algebrica a momentelor componentelor fortei.

Momentul fortei fata de polul O mai poate fi exprimat i ca produs
vectorial dintre vectorul de pozitie al fortei (care uneste polul O cu punctul de
aplicatie al fortei) si forta:

M = PxF (1.63)

Momentul este perpendicular pe planul format de vectorii Fosi ﬁ . Asa

cum am precizat sensul momentului este dat de regula burghiului drept (burghiul
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este rotit in sensul de suprapunere a lui F peste ﬁ pe drumul cel mai scurt), iar

marimea momentului se determind cu relatia (1.62). Dacar ., r ,, r , respectiv
. . [ A 4 ..
X, Y, Z sunt componentele vectorilor F si ﬁ ,lar i, j, ; sunt versorii axelor

Ox, Oy si respectiv Oz momentul polar se poate determina cu relatia:

p
. S
M=[‘)xl@=rX Iy I,=
X Y 7 (1.64)
T T. T. T T T
=12 7 4 2| R T
Y Z X Z X Y
sau
M=M,i+M,+M,k
(1.65)

N1 = M2 + M2 + M2

Modulul momentului unei forte in raport cu o axa este egal cu modulul

momentului proiectiei fortei pe planul normal la axa, calculat In raport cu punctul
in care axa inteapa planul.

Cuplul (figura 1.14) este format din doua forte paralele, egale si de sensuri

contrare. Acesta produce numai rotatie §i se reprezinta printr-un vector liber,

perpendicular pe planul cuplului.

sensuljrotirii

Figura 1.14
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Modulul momentului care caracterizeaza un cuplu se calculeaza cu relatia:
M=F d (1.66)

Reducerea unei forte In raport cu un punct al corpului este prezentatd in
figura 1.15. Se pune problema reducerii in punctul O a fortei i*i, care actioneaza
in B. Reducerea se face prin adaugarea si scaderea fortei f: in punctul O. Astfel
forta f care actioneaza in B poate fi Tnlocuitd cu o fortd ﬁ care actioneaza in O si

p S 5
momentul M care caracterizeaza cuplul produs de cele doua forte barate. De

obicei O este ales In centrul de greutate al sectiunii.

E =1 vb7 e
0 Y8 OX/B ow/ B

Ft

Figura 1.15

1.2.2. Ecuatiile staticii
Pentru ca un corp sau un sistem de corpuri, aflat sub actiunea fortelor

IJ; ,ﬁ ,....,IJ; > sa fie in echilibru, este necesar §i suficient ca forta rezultantd si

. M . . .
momentul rezultant sa fie nule ( ﬁ: 0; M = 0). Prin urmare trebuie satisfacute

conditiile:
n n
2X;=0 2 Mj(ox) =0
i:1 1:1

n n
2Y; =0 2 Mj(oy) =0 (1.67)
i=1 i=1

n n
27;=0 2 Mj(o) =0
i:1 1:1

Relatiile (1.67) exprima faptul ca sumele algebrice ale proiectiilor tuturor

fortelor si ale momentelor fata de cele trei axe trebuie sa fie nule.
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Daca fortele sunt coplanare (sunt situate in planul xOy), relatiile (1.67) se

reduc la urmatoarele frei ecuatii de echilibru independente:

n
2X;=0
i=1
n
2Y; =0 (1.68)
i=1
n
2 Mj(g) =0
i=1
unde:
X; - proiectia fortei Ei pe axa Ox;
Y; - proiectia fortei Ei pe axa Oy;
M;,) - momentul fortei E fata de axa Oz (fata de punctul O in care axa Oz
inteapa planul xQy).

Observatie:
In unele situatii primele doud ecuatii din relatiile (1.68) pot fi inlocuite cu
ecuatii de momente, obtindndu-se un sistem de trei ecuatii, format astfel:

- 0 ecuatie de proiectie a fortelor si doua de moment, cu precizarea ca
proiectia fortelor nu se face pe o directie normala la dreapta determinata de
cele doua puncte fata de care se scriu ecuatiile de momente;

- trei ecuatii de momente, scrise fata de trei puncte care nu sunt coliniare.

Daca nu se respecta aceste conditii ecuatiile scrise nu sunt toate

independente, unele fiind combinatii liniare ale celorlalte.
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CAPITOLUL 2

NOTIUNI FUNDAMENTALE

2.1. Obiectul disciplinei

Rezistenta materialelor este o disciplind de baza 1n pregatirea inginerilor.
Aceasta studiaza comportarea corpului solid deformabil sub actiunea sarcinilor
exterioare, a vibratiilor sau a oboselii si stabileste metode de calcul si relatii
cantitative matematice care asigura in conditii economice rezistenta, rigiditatea si
stabilitatea ansamblurilor de magsinilor si constructiilor

Rezistenta materialelor este disciplina care studiaza efectelor sarcinilor
exterioare pe si in interiorul corpului ludnd in consideratie proprietatea acestuia
de a se deforma. Calculele de dimensionare si verificare se efectueaza prin
impunerea conditiillor de rezistenta, rigiditate, stabilitate §i respectiv

economicitate, tindnd cont de caracteristicile mecanice ale materialelor.
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Cunostintele dobandite prin studiul Rezistentei materialelor stau la baza
tuturor disciplinilor de calcul si proiectare ale masinilor si constructiilor,
disciplina fundamentand prin notiunile teoretice si metodele de rezolvare

conceptele tehno- stiintifice §i cunostintele necesare pregdtirii ingineresti.

2.2. Clasificarea corpurilor solide

Dupa raportul dintre cele trei dimensiuni principale corpurile solide studiate

de rezistenta materialelor se pot clasifica in trei mari grupe:

1. corpuri lungi, care au o dimensiune mult mai mare decat celelalte doua
Elementele caracteristice ale acestei grupe sunt axa longitudinala (locul
geometric al centrelor de greutate ale sectiunii transversale), respectiv forma si
dimensiunile sectiunii transversale (sectiunea normala pe axa longitudinala). La
randul ei, aceasta categorie poate fi clasificata astfel:

- bare (care dupa forma axei pot fi: drepte, cotite, curbe). Dupa destinatie si
solicitarea la care sunt supuse barele drepte, de sectiune constantd pe toatd
lungimea, variabild continuu sau in trepte (bare cu tronsoane), se numesc:

- tiranfi, tije-pentru tractiune;
- tije, stdlpi, coloane-pentru compresiune;
- stifturi, pene-pentru forfecare;
- grinzi, osii-pentru incovoiere;
- arbori—pentru rasucire si rasucire cu Incovoiere.
- cabluri, fire (daca dimensiunile sectiunii transversale sunt neglijabile).

Acestea sunt solicitate numai la tractiune.

2. corpuri subtiri, care au o dimensiune mult mai mica decat celelalte doua
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Se caracterizeaza din punct de vedere geometric prin forma si dimensiunile
suprafetei mediane si prin grosimea masuratd perpendicular pe suprafata
mediand. Corpurile din aceasta categorie pot fi clasificate astfel:

- placi (circulare, eliptice, dreptunghiulare, etc.);

- membrane (la care grosimea este mica si care nu pot prelua solicitari
transversale sau de compresiune);

- anvelope, invelitori (vase, tuburi, carcase, cupole).

3. corpuri la care cele trei dimensiuni au valori comparabile
In aceasta categorie intra:

- bile, role;

- fundatii, picioare de pod, baraje.

Pentru fiecare categorie de corpuri exista relatii de calcul specifice.

2.3. Clasificarea sarcinilor

Fortele si momentele care solicitd corpul se numesc sarcini. in Rezistenta
materialelor se considera fortele si momentele concentrate ca fiind vectori legati
(nu este permisa deplasarea punctului de aplicatie pe dreapta suport) si se
opereaza mai mult cu modulul acestora.

Sarcinile se pot clasifica dupa cum urmeaza:

1. Dupa marimea suprafetei pe care actioneaza

- sarcini concentrate (forte si momente care actioneazd pe suprafete ale
corpurilor care pot fi considerate mici Tn raport cu dimensiunile corpului).

- sarcini distribuite (forte si momente care actioneaza pe suprafete mari).

In practica sarcinile pot fi uniform (figura 2.1a) si liniar distribuite(figura

2.1b) sau pot fi intdlnite si forte distribuite dupd legi parabolice (figura 2.1c),
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exponentiale, etc. Intensitatea fortelor distribuite in plan se exprima Tn [N/mm]
sau va fi masuratd in [N/mm’] (in cazul fortelor provenite din presiune, a
greutitii unei invelitori sau a unei placi). In figura 2.1 se prezinti portiuni de
grinda incdrcate cu diverse forte distribuite si se indica fortele concentrate static
echivalente. Se demonstreazd cd intensitatea fortei rezultante concentrate
(masuratd 1n [N]), static echivalenta cu cea distribuita, este numeric egala cu aria
suprafetei, cuprinsa intre curba de variatie a fortei distribuite si grindd si ca
punctul de aplicatie al fortei rezultante coincide cu abscisa centrului de greutate
al suprafetei respective. Aceleasi observatii sunt valabile si in cazul fortelor
axiale distribuite uniform, respectiv liniar sau o fortelor care au o alta orientare

fata de corp.

G

1
b) q(x) = 1 x T+ bx+c q(l/2) = ¢q
//’/’?\’}\'\
A
Q= 2ql/3 _ I _
c)
Figura 2.1.

Observatii:

a) Pentru o bara de sectiune constantd, confectionata dintr-un material
omogen, greutatea este o forta uniform distribuita. Intensitatea acestei forte
distribuite poate fi aflata impartind greutatea barei la lungimea acesteia

[N/mm] si reprezinta deci greutatea unitatii de lungime.
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b) Fortele de greutate si de inertie (forte masice) sunt forte distribuite.
Greutatea a fost inlocuita cu o forta rezultanta concentrata, static echivalenta,
care actioneaza in centrul de greutate al corpului.

¢) Inlocuirea fortelor distribuite cu forte concentrate nu este posibild decdt
intr-un numar limitat de situatii (de ex. calculul reactiunilor) cdnd corpul inca
este considerat rigid. Ulterior aceasta inlocuire nu mai este admisd, deoarece ar
modifica modul de deformare al corpului.

d) Momentele distribuite se intdlnesc rar in practica.

2. Dupa variatia lor in timp
- sarcini statice (intensitatea sarcinii creste intr-un timp relativ indelungat
sl ramane constanta dupa ce a atins intensitatea maxima).
- sarcini dinamice, care pot fi periodice sau aperiodice. Tot in aceasta
categorie intrd si sarcinile care se aplici cu vitezd mare (de ex. socurile). In acest
caz intensitatea sarcinii variaza de la zero la o valoare maxima intr-un timp foarte

scurt. In figura 2.2 sunt reprezentate categoriile de sarcini mentionate.

EM

F=comst.

nin

a) b) o)

a) sarcini statice
b) sarcini dinamice cu loc
c¢) sarcini dinamice periodice

Figura 2.2.

3. Dupa importanta
- sarcini principale (reprezintd sarcinile prevazute care sunt practic

preluate de corpul care este studiat);
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- sarcini secundare (greutatea proprie a corpului, fortele de frecare, fortele
provenite din presiunea vantului);

- sarcini extraordinare sau accidentale. Aceste sarcinile pot fi prevazute
sau neprevazute si apar Intamplator la intervale de timp. Cu toate ca actioneaza
intermitent pot avea efecte catastrofale. Se datoresc unor cataclisme (cutremure,

inundatii) sau unor accidente din procesele tehnologice (explozii).

2.4. Forte si momente exterioare

2.4.1. Reazeme si reactiuni

2.4.1.1. Tipuri de reazeme
In Rezistenta materialelor corpurile sunt figurate si studiate in legatura cu

alte corpuri Inconjuratoare, adica impreund cu legdaturile sau reazemele lor.
Acestea au rolul de a suprima anumite grade de libertate ale corpului. Acest lucru
se realizeaza prin aparitia In reazem a unor forte (care impiedicd una sau doua
translatii) si/sau momente (care Tmpiedica rotirea). Fortele si momentele care
apar In reazeme se numesc reactiuni. In categoria sarcinilor exterioare intra si
reactiunile care Tmpreuna cu sarcinile care solicita corpul formeaza un sistem in
echilibru. Calculul reactiunilor reprezintd o problema importantd in Rezistenta
materialelor.

In rabelul 2.1 se prezinta tipurile de reazeme, reprezentirile schematizate
si reactiunile care apar in fiecare tip de reazem. Pentru fiecare tip de reazem
ultima reprezentare din tabel indica reprezentarea pendulara. Se utilizeaza in
special primele reprezentari schematizate.

Rezemarea simpla suprimd un grad de libertate (translatia pe directia
verticala) si permite translatia pe directia orizontald §i rotirea. Practic aceasta

rezemare se poate realiza prin lagdre, prin intermediul unor role.
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Tabelul 2.1

Denumirea Nr de grade de

reazemului libertate Reprezentari schematizate
suprimate
Rezemare % %%
v v v
simpla 1
— —_—
H H
Articulatia vk
v v
cilindrica 2
(simpla)

M

M
H H
A -
Incastrarea 3 7 }
\'%

Articulatia cilindrica sau articulatia simpla suprima doua grade de

libertate (translatia pe directia verticald §i pe directia orizontala ) si permite
rotirea). Practic aceastd rezemare se poate realiza prin lagdre de alunecare sau

rostogolire.

Incastrarea suprima translatia pe doud directii si rotirea deci preia toate
gradele de libertate. Barele incastrate la un capat si libere la celdlalt se numesc
bare 1n consola. O grinda fixata in zid, o barad sudata de un corp masiv fix pot fi
considerate bare Incastrate.

Reazemele prezentate in tabelul 2.1 pot fi considerate Tn mod ideal perfect
rigide deoarece au deformatii mult mai mici decat corpurile pe care le fixeaza. in

practica pot fi Intilnite si reazeme a caror deformatii nu mai pot fi neglijate
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(arcuri, tampoane de cauciuc, rezemarea sinelor pe sol, etc.) care sunt numite

reazeme tasabile (elastice).

2.4.1.2. Calculul reactiunilor

Calculul analitic ala reactiunilor se efectueaza cu respectarea urmdtoarelor
etape:

- schematizarea formei corpului;

- schematizarea modului de rezemare (stabilirea tipului de reazem si
figurarea reactiunilor corespunzatoare);

- schematizarea modului de incarcare (stabilirea fortelor si a cuplurilor);

- scrierea ecuatiilor de echilibru pentru sistemul de sarcini coplanare
(relatiile (1. 65)) cu alegerea arbitrard a conventiilor de semne;

- rezolvarea sistemului de ecuatii, determinarea si verificarea reactiunilor.

Observatii:
1) Calculul reactiunilor se efectueaza in ipoteza ca deformatiile elastice §i
deplasarile sunt in general mici in raport cu dimensiunea corpurilor §i deci nu
influenteaza sensibil valoarea reactiunilor. Prin urmare ecuatiile de echilibru

sunt scrise pentru pozitia initiala a corpului considerat rigid §i nedeformat.

2) In plan pot fi scrise numai trei ecuatii independente. De obicei, acestea
sunt: doua ecuatii de proiectii a fortelor si o ecuatie de momente (relatiile 1. 65).
3) Ecuatiile de echilibru mai pot fi scrise sub una din formele:

- 0 ecuatie de proiectie a fortelor si doud de moment, cu precizarea ca proiectia
fortelor nu se face pe o directie normala la dreapta determinatd de cele doud puncte
fata de care se scriu ecuatiile de momente;

- trei ecuatii de momente, scrise fata de trei puncte care nu sunt coliniare.

4) Daca numarul reactiunilor este cel mult egal cu numarul ecuatiilor de

echilibru, acestea pot fi calculate din ecuatiile staticii. Asemenea sisteme se
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numesc static determinate. Conditia pentru ca un sistem sa fie static determinat
poate fi scrisa:
NN < NE (2.1)
unde: NN = numarul necunoscutelor (reactiuni sau uneori eforturi);
NE = numarul ecuatiilor staticii care nu sunt identic nule.
5) Daca numarul necunoscutelor (reactiunilor) depaseste pe cel al
ecuatiilor de echilibru sistemul este static nedeterminat. La aceste sisteme:
NN > NE (2.2)
Diferenta dintre numarul de necunoscute §i numarul ecuatiilor de echilibru
poartd numele de grad (ordin) de nedeterminare. In acest caz reactiunile se
determinad prin rezolvarea sistemului format din ecuatiile de echilibru completate
cu un numar de ecuatii scrise in urma studierii deformatiilor corpului, egal cu

gradul de nedeterminare.

Aplicatii
Sa se calculeze reactiunile pentru urmatoarele grinzi:

1) grinda in consola incarcatd cu o forta concentrata (figura 2.3)

i )

Figura 2.3.

Se figureaza reactiunile V, H, M din incastrare si se scriu cele trei ecuatii

de echilibru:
2X;=0=>H=0
2Y;=0>V-F=0=>V=F (2.3)
XM =0=>F1-M=0=>M=Fl

Suma de momente a fost scrisa fata de incastrare.
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2) grinda in consola solicitata de un moment concentrat (figura 2.4)

H,

b

Figura 2.4

Se figureaza reactiunile Vy, H;, M; si se scriu ecuatiile de echilibru:
2X;=0=>H;=0
2Y;=0=>V,; =0 (2.4)

XM =0=>M-M; =0=>M=M,

3) grinda rezemata solicitata de o forta concentrata (figura 2.5)

1 F

T

[>l\)

Figura 2.5

Se figureaza reactiunile Vy, H;, V, si se scriu ecuatiile de echilibru:
2X;=0=>H; =0 (2.5)
2Y;=0=>V{-F+V, =0 (2.6)
Ultima ecuatie are doud necunoscute. Pentru a evita rezolvarea unui sistem,

se vor scrie doud ecuatii de moment, fata de reazemele 1 si 2 (ecuatii care contin

0 singurd necunoscutd V, si respectiv V):
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2ZM() =0=>V,l-Fa=0=V, :FTa (2.7)
2M(3) =0=>ViI-Fb=0>V, :? (2.8)

In multe exemple este mai avantajos si se aleaga aceastd varianta.

Cu ajutorul relatiei (2.6) se verifica daca reactiunile au fost corect
calculate (reactiunile astfel calculate vor fi inlocuite 1n relatie pe care o
transforma intr-o identitate, daca au fost corect determinate). Inlocuind (2.7) si
(2.8) 1In (2.6) rezulta:

Fb Fa F(a+b) F1l
1 1 1

2.5. Forte si momente interioare

Incarcand corpul cu sarcini, acesta se deformeaza ca urmare a variatiei
distantelor interatomice. Dacd sarcinile nu depasesc anumite valori, pentru care
deplasarea atomilor se face 1n jurul pozitiei de echilibru, atomii revin In pozitia
de echilibru dupa indepartarea sarcinilor si corpul are un comportament perfect
elastic. Ruperea corpului Tnseamna de fapt desfacerea legaturilor dintre perechile
de atomi, separate prin sectionare.

Chiar Tnainte de inceputul solicitarii corpului 1n interiorul lui exista forte
puternice de atractie intre atomi, molecule care ii conserva forma si volumul
(forte de coeziune). Sub actiunea fortelor exterioare apar in corp forte interioare
suplimentare care cauta sa se opuna deformarii corpului. Atat fortele de coeziune
cat si fortele interioare suplimentare nu apar in studiul echilibrului corpului, ele
facandu-si echilibru in interior. Pentru a pune in evidenta fortele interioare si ale
transpune in categoria fortelor exterioare in Rezistenta materialelor se foloseste
metoda sectiunilor. Sensul atribuit termenului de sectionare este acela de
suprimare a legaturilor interioare dintre particulele aflate de o parte si de cealalta

a suprafetei cu care imaginar s-a tdiat corpul. Metoda sectiunilor transfera
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eforturile din categoria fortelor si momentelor interioare in cea a fortelor si
momentelor exterioare.

Metoda consta In:

- se sectioneaza imaginar corpul solid In zona in care urmeaza sa fie
determinate fortele interioare (eforturile);

- se reprezinta pe portiunile de corp rezultate prin sectionare sarcinile
exterioare si fortele interioare aferente (pe cele doud parti rezultate in urma
sectiondrii se figureaza actiunea partii Indepartate asupra partii ramase);

- se izoleaza oricare din cele doua parti rezultate dupa sectionare;

- se aplica ecuatiile de echilibru la sarcinile exterioare si fortele interioare
reprezentate pe cate o portiune a solidului sectionat.

Se considerad un corp solid asupra cdruia actioneaza un sistem de sarcini in
echilibru (figura 2.6a) in care se face o sectiune imaginara cu planul P normal pe
axa longitudinald si se pun in evidenta fortele interatomice de legdtura. Aceste
forte sunt perechi, egale si de sensuri contrare, conform legii actiunii $i reactiunii

(figura 2.6b).

Figura 2.6.

Corpul se sectioneazad 1n doua parti I si II. Cat timp nu se introduce nici o

altd fortd in afara celor initiale, cele doud portiuni de bard nu mai sunt in
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echilibru. Daca se indeparteaza portiunea II, pentru ca portiunea I sa rdmana in

echilibru va trebui ca In sectiunea de separatie sd se aplice o fortd ﬁ care
actioneazd intr-un punct oarecare al sectiunii. Aceasta reprezinta rezultanta
tuturor fortelor de legaturd de pe sectiunea uneia din parti si trebuie sa echilibreze

fortele de pe partea inlaturatd. Reducand aceasta fortd la centrul de greutate G al
sectiunii se va obtine rezultanta 15 si momentul rezultant 1\% R, Numite eforturi
(figura 2.6¢). Eforturile ﬁ.,&‘i 1\% r de pe cele doua fatete sunt egale §i de sensuri
contrare. Se alege un sistem triortogonal de axe principal central cu originea in

G (centrul de greutate al sectiunii transversale) in care axa Ox coincide cu axa

geometricd a corpului. Componentele eforturilor dupa cele trei axe sunt (figura

2.7):

Figura 2.7.

- componenta N, normala la sectiune, se numeste fortd axiald si apare n
cazul solicitarilor de tractiune sau compresiune (solicitdri axiale);

- componentele T, si T, sunt in planul sectiunii $i se numesc forte
taietoare;

- componenta M, este normala pe sectiune, apare la torsiunea (rasucirea)
barelor si se numeste moment de torsiune;

- componentele M, si M, sunt in planul sectiunii, se numesc momente de

incovoiere (momente incovoietoare) si apar la solicitarea de Incovoierea.
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Utilizdnd metoda sectiunilor cele sase componente ale eforturilor sunt
puse in evidentierea si scriind ecuatiile de echilibru pentru o portiune din corpul
astfel sectionat, eforturile se pot determina dupa cum urmeaza:

- forta axiald N este egald cu suma algebrica a tuturor proiectiilor
fortelor exterioare pe axa Ox (axa barei);

- fortele taietoare T, si T, sunt egale cu suma algebrica a proiectiilor
tuturor fortelor exterioare pe axa Oy si respectiv Oz,

- momentul de torsiune M, este egal cu suma algebrica a tuturor
cuplurilor exterioare dirijate dupa axa Ox;

- momentele incovoietoare M, si M, sunt egale cu suma algebrica a

tuturor momentelor exterioare fata de axa Oy §i respectiv Oz.

Observatie:

In plan se existd cel mult trei componente nenule.

Daca se cunosc valorile eforturilor atunci se poate stabili care sunt cele
mai solicitate puncte ale corpului si pe aceastd baza se poate aprecia daca corpul
rezistd sau nu sarcinilor aplicate sau se pot calcula dimensiunile corpului astfel
incat rezistenta acestuia sa fie asigurata.

Utilizand definitiile de mai sus se pot stabili eforturile in orice sectiune a
corpului si se pot trasa curbele lor de variatie, numite diagrame de eforturi.

In plan pentru trasarea acestor diagrame se folosesc urmatoarele reguli de
semne:

- forta axiala este considerata pozitiva atunci cand produce o solicitare de
intindere in sectiunea consideratd si negativa atunci cand produce o solicitare de
compresiune;

- forta taietoare este consideratd pozitiva atunci cand actioneaza de jos in

sus 1n stanga sectiunii sau de sus 1n jos 1n dreapta sectiunii;
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- momentul incovoietor este considerat pozitiv cand grinda este deformata
incat concavitatea curbei este orientatd in sus; in situatie contrarda momentul
incovoietor este negativ.

Aceste reguli de semne sunt obligatorii.
2.6. Relatii diferentiale intre sarcini si eforturi

Se considera o bara dreaptd Incarcata cu doua sarcini distribuite oarecare
qy(x) si g.(x). Se izoleaza un element de lungime dx (figura 2.9a). Pe lungimea
dx sarcinile gy(x) si g.(x) se considera constante. Se figureaza eforturile (figura

2.9b) si se scriu ecuatiile de echilibru pentru elementul de bara considerat:

2X;=0>(N+dN)+q, (x)dx-N =0 (2.9)
2Y; =0 (T, +dT, )-q,(x)dx-Ty =0 (2.10)
My :O:MZ-Tydx-qy(x)dx%x-(MZ+dMZ):0 (2.11)
Qy
0, . ax(x) A —qy(x)

M, | g | T+l

NN (\Nl 2 SMZMMZ

T N-+dN

a) dx b)

Figura 2.9

Din primele doua relatii, respectiv din ecuatia de momente (2.7/7) (in care
se neglijeazd infinitii mici de ordinul al doilea) rezultd urmatoarele relatiile

diferentiale intre sarcini si eforturi:
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dN

a = 'qx(x)
dT,
X qy(x) (2.42)
dM,
=T
dx y

Asadar, derivata fortei axiale N n raport cu x este egala cu intensitatea incarcarii
g, ce actioneaza in lungul barei luata cu semn schimbat. Derivata fortei taietoare
T, in raport cu variabila x este egald cu intensitatea Incarcarii transversale g,, iar
derivata momentului incovoietor M, este egald cu forta tdietoare in sectiunea
considerata.

Din ultimele doua relatii (2.12) se poate scrie:

d*M
. 22 =qy(x) (2.13)
X

2.7. Tensiuni

Se ia 1n considerare un element de arie 44, din jurul punctului M de pe
suprafata sectiunii corpului studiat anterior. Dacd aria elementard este suficient

de mica repartitia fortelor de legatura poate fi consideratd aproximativ constanta,
iar rezultanta Aﬁ a acestor forte poate fi aplicatd in centrul de greutate al

elementului. Tensiunea medie pe suprafata 44 se poate calcula cu relatia:

E Aﬁ

medAA = A 4 (2.14)

Considerand materia continud se poate restrange oricat de mult elementul
de suprafata 1n jurul punctului M, trecerea la limitd fiind permisd in aceste

conditii. Se obtine astfel valoarea tensiunii in punctul M:

4R
BM - dkino dA (2.15)
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Unitatea de mésura a tensiunii este [N/mm” = MPa] si depinde atat de dﬁ cat si de

orientarea elementului de suprafatd dA (tensiunea fiind o marime tensoriald).

Figura 2.10

Tensiunea poate fi descompusa (vezi figura 2.10) in doud componente:

- pe directia normalei in componenta Oy, numitd fensiune normald
(orientatd de directia axei Ox);

- pe planul sectiunii iIn componenta T, numita tensiune tangentiald.

La randul sdu, componenta T poate fi descompusa in planul yOz, (la care
Ox este normald) obtindndu-se componentele 7, si %, (figura 2.11) care sunt
paralele cu axele Oy si respectiv Oz. Pentru cele doua tensiuni tangentiale
semnificatia indicilor este urmatoarea: primul indice desemneaza axa normala la
planul sectiunii (axa Ox ) iar al doilea axa cu care tensiunea este paraleld (axele

Oy si respectiv 0z).

Figura 2.11.
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2.8. Ecuatii de echivalenta (relatii intre eforturi si

tensiuni)

Se considerd portiunea I, aflatd in echilibru, izolatd din corpul solid
considerat prin metoda sectiunii. Se figureazd cele sase eforturile (N T, T,
respectiv M, M, M, ) si cele trei tensiunile (6; %, %, ) intr-un punct M al
sectiunii (vezi figurile 2.12a si 2.12b), situat la distantele z, y fatd de cele doua
axe respectiv r fatd de centru de greutate Se alege un sistem de referintd cu

originea in centrul de greutate al sectiunii transversale.

Figura 2.12

Pentru portiunea de corp considerata se scriu ecuatiile de echilibru Tn sectiune
(trei ecuatii de proiectii ale fortelor pe axe si trei ecuatii de moment fata de axe —
vezi relatiile 1.64), fortele elementare fiind egale cu produsul dintre tensiuni §i

elementul de suprafata dA:

N= [o,dA (2.16)
A

Ty = grxydA (2.17)
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T, = frxsz (2.18)
A

My = ﬂtxyz—rxzy)dA= jtrdA (2.19)
A A
My = [o,zdA (2.20)
A
M, = ~‘(sxydA (2.21)
A

Ecuatiile de echilibru (2.16-2.21) stabilesc relatii intre eforturi §i tensiuni
si se numesc ecuatii de echivalentd. Fiecare integrala se referd la aria totala A a
sectiunii transversala a corpului solid. Deoarece nu contin caracteristici fizice de

material aceste ecuatii sunt valabile pentru orice corp solid.

2.9. Solicitari simple

Cele mai simple cazuri intdlnite in practica sunt cele in care pe sectiunea
corpului apare o singurd componentd a eforturilor si respectiv tensiunilor.
Acestea se numesc solicitdri simple.

Existd patru solicitari simple: solicitarile axiale (tractiune sau
compresiune), forfecare, torsiune $i incovoiere (vezi tabelul 2.2).

Tractiunea si compresiunea se numesc solicitdri axiale deoarece
suporturile fortelor sunt dirijate tangent la axa geometrica a barei. La acestea
diferd intre ele numai semnul eforturilor, tensiunilor si alungirilor specifice:
pozitive pentru tractiune si negative pentru compresiune. La comprimarea barelor
zvelte (lungi 1n raport cu dimensiunea sectiunii transversale), peste anumite
valori ale fortei bara paraseste forma rectilinie si apare fenomenul de flambaj

(pierderea stabilitatii). Flambajul nu este o solicitare.

Forfecarea este produsda de doud forte egale si de sens contrar ce

actioneaza pe un suport perpendicular pe axa geometrica a corpului.
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Tabelul 2.2

Solicitarea Schema de solicitare | Efort nenul | Tensiune

Tract’june &Ej_lﬂ N > 0 >0
S —r

Compresiune N<0 6<0
Forfecare ﬂé Ty (sau T) T
(Taiere)
M,
Torsiune C My T
M,
(Rasucire)

m—— \)m,| M (sau

Incovoiere My) c

Solicitarea de forsiune este produsa de cupluri de forte continute in plane

perpendiculare pe axa geometricd a corpului.

Solicitarea de incovoiere poate fi incovoiere purd si incovoiere simpla.
Prin incovoiere pura se intelege deformarea unei grinzi produsa de un sistem de
forte static echivalente care produc in sectiunea transversald un moment
incovoietor, la carui vector este dirijat dupa una din axele principale ale sectiunii
transversale. In cazul solicitarii de incovoiere simpld in sectiunea transversald a
grinzii apare pe langa un moment incovoietor si o forta tdietoare.

In practica se intilnesc si solicitirile compuse. Acestea se produc atunci
cand in sectiunea corpului apar simultan cel putin doud componente ale

eforturilor si tensiunilor.
2.10. Deplasari si deformatii

Se intelege prin deplasare modificarea pozitiei unui punct sau a unei

sectiuni a corpului. Rezistenta Materialelor se ocupa cu studiul deplasarilor
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elastice sau elasto-plastice produse ca urmare a deformarii corpului, atunci cand
acesta is1i modifica dimensiunile si forma geometrica initiala.

Prin deformatie se intelege modificarea distantei dintre puncte sau
sectiuni, sau a unghiurilor dintre doud segmente duse printr-un punct.
Modificédrile lungimilor segmentelor se numesc deformatii liniare iar
modificdrile unghiurilor deformatii unghiulare sau lunecari.

Deformatiile depind de forma si dimensiunile corpului, de marimea si
modul de aplicare al sarcinilor si de anumite caracteristici mecanice ale
materialelor. Daca deformatiile dispar dupd inlaturarea sistemului de sarcini
(corpul revine la forma si dimensiunile initiale), se spune ca avem deformatii
elastice. Pentru majoritatea materialelor utilizate la realizarea structurilor de
rezistentd deformatiile elastice sunt foarte mici 1n raport cu dimensiunile
corpurilor confectionate din aceste materiale. Se face precizarea ca, in cele ce
urmeaza ne vom referi la deformatii elastice mici.

Se considera un corp solid. Punctele C, D din interiorul corpului
determind segmentul [CD], iar punctele M, O, N segmentele [OM] si [ON] astfel
incat intre acestea sa existd un unghi drept (figura 2.13). Dupa deformarea

corpului punctele se deplaseaza in C’, D’, M’, N’ i O".

Figura 2.13

Se defineste ca fiind deformatie liniara absoluta variatia lungimii
segmentului [CD]:
d=Al=[C'D']-[CD]=1-1 (2.22)
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Aceastd mdrime se masoara in unitdti de lungime [mm].

Se numeste deformatie liniarda specifica sau alungire specifica (alungirea
unitatii de lungime) limita raportului dintre deformatia liniard absoluta si
lungimea initiala a segmentului [CD]:

. [CD']-[CD]
e= lim —— (2.23)
[cD]-0  [CD]

Tinand cont de relatia (2.23) ultima relatie devine:
.0 o 11
g= lim —= lim —— (2.24)
Ilp»0lp 15-0 lo

Alungirea specifica este o marime adimensionala. Ea poate fi exprimatd in
procente [%] prin inmultirea raportului cu 100.

Daca dimensiunile cresc (€>0) termenul de alungire specifica va fi inlocuit
cu termenul de lungire specificd, iar daca segmentul [CD] isi micsoreaza
dimensiunile se foloseste termenul de scurtare specifica ([C’D’] < [CD] si &<0).

Odata cu lungirea unei bare supuse la tractiune are loc un fenomen numit
contractie transversala (se produce o micsorare a dimensiunilor sectiunii
transversale). Daca lungirea specifica pe directia longitudinald (directia
solicitarii) se noteazd &, iar scurtarea specifica pe directie transversald cu
Eransv.» Taportul acestor alungiri este constant si poartd numele de coeficientul lui

Poisson:
p = —trans (2.25)
€long
Coeficientul lui Poisson v este o marime pozitiva si adimensionala.
Pentru solicitarea de tractiune se considera conventional €y,,e> 0, €ansy <0.
Prin urmare din relatia (2.25) se poate scrie:

(2.26)

‘Stransv ‘ = V€]ong
Se considera un cub cu latura unitara supus la tractiune (figura 2.14). Dupa

solicitare cubul se deformeazi, iar volumul prismei rezultate V; poate fi scris:
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Vf = (1 - ‘Stransv ‘) (1 - ‘Stransv ‘) (1 + €long ) (2.27)

.

o

tran

Figura 2.14.

Limita superioara a coeficientului de contractie transversala se determina
presupunand ca volumul unitar se deformeaza fara variatie de volum (pentru un
material incompresibil volumul ramane constant Vy = V;). Volumul cubului este

V; = 1. Tinand cont de relatia (2.26) ultima expresie devine:
1= (1 - VE1ong )2 (1 + €long ) (2.28)

sau 1= ll -20€1pg + (Uslong )2J (1 +€long ) (2.29)
Prin dezvoltare si neglijarea termenilor infinit mici de ordin superior
(deoarece alungirile specifice sunt foarte mici in raport cu dimensiunile corpului,

iar coeficientul lui Poisson este subunitar) se poate scrie:

1 =1-2v¢ jong + €1ong (2.30)
sau 2V€|ong = Elong (2.31)
de unde
=1 (2.32)
v .
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Pentru v = 0,5 volumul barei rdméane constant pe parcursul solicitarii.
Valoare stabilita mai sus a fost dedusad pentru un material incompresibil, cum ar
fi lichidele. Gazele perfecte ar avea v = 0. Pentru v < 0,5 volumul barei creste la
tractiune §i se micsoreaza la comprimare Pentru multe materiale metalice el are
valori n jur de 0,3. Coeficientul lui Poisson este o constanta elasticd de material.
In tabelul 2.3 sunt indicate valori ale coeficientului de contractie transversala
pentru unele materiale solide.

Se numeste deformatie unghiulara sau lunecare specifica marimea cu

care variaza unghiul drept construit in vecindtatea punctului O.

Tabelul 2.3.
Material v
Otel carbon 0,25...0,29
Cu, Mg, Bronz 0,31...0,35
Pb 0,45
Al 0,33
Zinc laminat 0,27
Sticla 0,24....0,27
Cauciuc 0,47
Beton 0,1...0,15
Fonta cenusie 0,21
Fonta maleabila 0,17

Se considerd corpul prismatic din figura 2.15. Daca se considera fata de
Jos imobila, lunecarea fetelor paralel cu ele insele se poate masura prin unghiul ¥
care mdsoara variatia unghiului drept. AS se numeste lunecare absoluta, iar y

lunecare specifica. Deoarece lunecarea specifica este foarte mica se poate scrie:

As
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/

Figura 2.15.

Lunecarea specifica y este tot o marime adimensionald, care se masoara
in radiani. Conventional se considera ¥ pozitiv atunci cand corespunde micsorarii

unghiului drept.
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CAPITOLUL 3

INCERCAREA MATERIALELOR
IPOTEZE SIMPLIFICATOARE

METODE DE CALCUL IN REZISTENTA
MATERIALELOR

3.1. Incercarea materialelor

3.1.1. Consideratii generale

Caracteristicile mecanice si elastice ale materialelor, definite in acest
capitol, au o mare importanta in calculele din Rezistenta Materialelor si Teoria
Elasticitatii i sunt determinate Tn urma unor Incercari mecanice, efectuate In
laborator, pe masini speciale. Aceste caracteristici se determina pe probe sau
epruvete, reprezentand esantioane cu o anumitd configuratie geometrica,
prelevate din semifabricate ale materialului studiat. Forma si dimensiunile
acestora depind de materialul care se studiaza si de tipul solicitarii la care sunt
incercate. Se pot face de asemenea si incercari pe produse finite (sirme, cabluri).

Incercirile se realizeazi pe masini de fincercat specializate, care

inregistreaza, sub forma unor diagrame, variatia fortei functie de deformatia
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epruvetei, pana la ruperea acesteia. Marimea fortelor se citeste pe dispozitivul de
inregistrare cu care este echipatd masina de Incercat (cadranul masinii), iar
deformatiile se mdsoard pe o scald gradatd in [mm] sau, mai precis, cu ajutorul
unor dispozitive speciale numite extensometre, montate pe epruveta.

Pe masina universala de incercat se pot efectua incercdrile de baza la
tractiune sau compresiune. Incercirile de baza sunt standardizate, respectarea
standardelor fiind obligatorie. Cu ajutorul unor dispozitive suplimentare pot fi
efectuate si incercarile la incovoiere, forfecare si torsiune. Se pot realiza de

asemenea si incercari la solicitari compuse.

Caracteristicile mecanice ale materialelor depind de o serie de factori,

dintre care se pot mentiona:
- viteza de incarcare;
- tipul epruvetei;

- temperatura de Incercare.

Observatii:

Cele mai utilizate sunt incercarile statice (forta creste relativ lent pe
parcursul unei asemenea incercari, care dureaza cdteva minute), la temperatura

mediului.

In cazul pieselor utilizate in conditii deosebite (temperaturi ridicate sau
cobordte, incarcari prin soc sau variabile, radiatii, etc.), sunt necesare incercari
ale epruvetelor sau chiar ale pieselor in conditii cdt mai apropiate de cele

intdlnite in exploatare.

3.1.2.Tipuri de epruvete

Forma epruvetei trebuie sa fie astfel aleasd, incat tensiunile sa fie cit mai
uniforme in sectiunea acesteia. Forma si dimensiunile epruvetei depind de:

- natura materialului;

56



- tipul semifabricatului din care se preleveaza epruveta;

- incercarea la care este supusa aceasta.

Pentru incercarea la tractiune se utilizeaza epruvete tip “haltera” care
reprezintd o portiune centrald calibratd (pe aceasta portiune se traseaza repere
fine pentru masurarea deformatiilor) si doud capete cu sectiunea madritd, destinate
prinderii in félcile masinii. Pentru o mai bund prindere uneori se utilizeaza

epruvete cu capete filetate.

Epruvetele pot fi:
- cilindrice, cu sectiune circulara (figura 3.1a);

- plate, cu sectiune dreptunghiulara (figura 3.1b), atunci cand sunt prelevate

din table.

RJ/ I, reper
L
a) — L

- .
1 reper
/ 04 b
||
L
©) d)
b)
Figura 3.1
Observatii:

Se utilizeaza in special doud tipuri de epruvete:
- normale la care: Iy = 5 dy;
- lungi pentru care: 1y = 10 d,.

Uzual se alege dy = 10 mm.
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Incercarea la tractiune a sarmelor se realizeaza pe produsul finit.

Incercarea la compresiune se efectueaza in special pe materiale cu rupere
fragila. Pentru aceastd Incercare se utilizeazd epruvete scurte, avand forma

cilindrica sau cubica (figurile 3.1c §i 3.1 d).

3.1.3. Incercarea la tractiune

Incercarea la tractiune este o incercare de bazi standardizati conform
standardului romanesc SR EN 10002-1/95. Pentru realizarea ncercarii epruveta
este prinsa in falcile masinii si este Tncdrcatd cu o fortd care creste continuu, pana
la ruperea epruvetei. Fortele sunt aplicate in centrul de greutate al sectiunii
transversale, deci este o solicitare de tractiune centrica. In timpul incercarii una
dintre falci este fixd, iar cealaltd se deplaseaza (viteza de deplasare putand fi

reglabila la unele masini).

0 dy

Figura 3.2
Pentru materiale metalice ductile se constatd aparitia unei gatuiri locale a
epruvetei, cu putin Tnaintea ruperii acesteia (figura 3.3). Ruperea se va produce 1n

aceasta zona.
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Figura 3.3

In cazul materialelor cu rupere fragila nu se produce gituirea si de aceea
se utilizeaza epruvete cu o sectiune slabita (sectiune predeterminata la rupere).
Parametrii care intervin intr-o incercare la tractiune a unei epruvete cu

sectiunea circulara sau dreptunghiulara sunt:

- forta de intindere F;

- aria A a sectiunii transversale;

- lungimea 1, precizata intre cele doud repere marcate pe epruvetd;

- modificarile acestei lungimi in cursul solicitarii Al

- natura materialului din care este confectionata epruveta.

Incercind péana la rupere o epruvetd si inregistrind grafic variatia fortei
functie de deplasarea falcii masinii (sau mai bine functie de cresterea lungimii
dintre repere masurata cu un extensometru) se obtine diagrama forta-deplasare.
Aceasta prezinta dezavantajul cd pentru un material dat depinde Tn mare masura
de dimensiunile epruvetei (fortele depind de sectiunea initiala a epruvetei, iar
alungirile de lungimea initiala dintre repere).

Dacad se admit urmatoarele ipoteze:

- tensiunea normald este uniform distribuitd pe sectiunea epruvetei pe toata

durata Incercarii,

- lungirea specificd este constantd pe distanta cuprinsd Intre repere pe toatad

durata Incercarii,
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- sectiunea transversald nu variaza semnificativ pe durata incercarii,
este posibild obtinerea unei diagrame care sda nu depindd de dimensiunile
epruvetei si sa fie o diagrama caracteristicd a materialului din care este
confectionata epruveta. Este vorba de diagrama in coordonate o — & Pentru
trasarea acestei diagrame se pastreaza dimensiunile epruvetelor intr-un interval
rezonabil, indicat in standard.

Valorile tensiunilor normale si a alungirilor specifice se calculeaza cu

relatiile:
_F
T 3.1
_A_1l, oy
. 1O - 1O

unde: F — forta care solicitd epruveta la diferite intervale de timp;

A, — sectiunea initiald a epruvetei;

l, — lungimea initiala intre repere;

1 — lungimea intre repere la diferite intervale de timp.

Cu aceste valori se construieste diagrama caracteristica a materialului.
Pentru un otel cu rupere tenace aceasta diagrama este prezentatad in figura 3.4.
Pe diagrama se disting urmatoarele regiuni si puncte caracteristice.

Prima parte a curbei, OB, este o dreaptd care indicd o proportionalitate
intre tensiuni i deformatii (este zona de proportionalitate a curbei
caracteristice). Ea corespunde domeniului de proportionalitate a materialului,
delimitat superior prin limita de proportionalitate o,, reprezentind tensiunea

corespunzatoare punctului B.
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| K,
GC Ge Gp D .
|
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&
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&
I= Incarcare, D = descarcare
Figura 3.4

De la punctul B la C, curba se indeparteaza de linia dreapta si deci nu mai
existd proportionalitate intre tensiunile normale si alungirile specifice produse. Pe
aceastd portiune alungirile incep sa creascad intr-o masurd mai mare. O-C este
zona de elasticitate, in care materialul rdimane elastic (dupa descarcare epruveta
revine la dimensiunile si forma initiald). Dupd depasirea zonei de elasticitate,
epruveta ramane cu deformatii permanente (plastice) dupa descarcare. Tensiunea
corespunzatoare punctului C reprezinta limita de elasticitate a materialului si este
notata cu o..

Zona de curgere reprezinta portiunea pe care forta se mentine aproximativ
constanta si creste mult deformatia. Punctului D 1i corespunde limita de curgere

o.. Dupa atingerea limitei de curgere curba caracteristica are un traseu practic
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orizontal D-H, numit palier de curgere (uneori acest palier poate avea un aspect
zimtat sau valurit, Tn special la solicitarea epruvetei cu viteze mici de incarcare).
In zona de curgere apare fenomenul de ecruisare (orientdri ale cristalelor pe
directia de solicitare si apoi alungirea acestora). La suprafata epruvetei lustruite
apar mici adancituri, astfel aranjate Incit formeaza o retea de “linii” ortogonale,
orientate la 45° fatd de directia fortei (liniile Liiders). O serie de materiale, Tn
special cele cu rupere fragild, nu prezinta o zona de curgere bine evidentiata.

Daca se descarca epruveta dupd depdsirea limitei de elasticitate (de
exemplu 1n punctul M) se constatd ca descarcarea se produce dupd o dreapta
paralela cu cea dusa prin origine (determinata de punctele 0 - B). Daca epruveta
astfel descarcata este solicitatd din nou la tractiune, curba sa caracteristica incepe
cu dreapta NM dupd care parcurge aceeasi curbd panid la rupere. in urma
incercdrii la tractiune peste limita de elasticitate i apoi descarcare, se constata ca
se mareste limita de elasticitate. Deformatia &, inregistrata In M este suma dintre
componenta elasticd &), (care dispare la descircarea epruvetei) si componenta
plastica &y, care ramane dupa descarcare.

Dupa depasirea limitei de curgere, curba caracteristicd prezintd un traseu
ascendent M-K numit zond de consolidare in care forta creste in continuare, ca
urmare a ecruisdrii materialului, pand in dreptul ordonatei punctului K unde se
inregistreaza tensiunea maxima 6,,,, care este definita ca rezistentd de rupere a
materialului.

Dupa atingerea valorii maxime a sarcinii apare gatuirea epruvetei, care se
dezvoltd din ce In ce mai mult pand cand se produce ruperea. Portiunea K-L din
curba caracteristicd, in care forta scade ca urmare a micsorarii sectiunii epruvetei
(dupa aparitia zonei de strictionare) reprezintd zona de cedare. De la K la L
tensiunea scade In timp ce deformatia continud sd creascd si in punctul L.
epruveta se rupe. Acestui punct 1i corespunde o deformatie finala (ultimd) g,, a

carei componenta elasticd &, dispare dupa ruperea epruvetei.
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Pe baza curbei caracteristice pot fi calculate cu usurintd urmatoarele
caracteristicile conventionale:
- tensiunea si lungirea specifica de proportionalitate:

E )

P . __P
Op =A—O, &p = I 100% (3.2)

tensiunea si lungirea specifica la limita de elasticitate:

Fe 86
Ce =A—0; €e =E 100% (3.3)
- tensiunea si lungirea specificdi de curgere:
FC 80
G, —A—O; €c =I 100% (3.4)

tensiunea si lungirea specifica de rupere:
p
r max AO ’ r

100% (3.5)
lo

unde: A, - sectiunea initiala a epruvetei cilindrice;
d," =Al - lungirea la rupere;
l, — lungimea initiala intre repere;
l, — lungimea ultima (finald) care se masoara intre repere, dupa aldturarea

celor doua parti ale epruvetei rupte (figura 3.5).

ndg
A, = 2 (3.6)
b =Al=1, -1, (3.7)

rupturd
7 \ﬁd — 7
-

............. \
reper

~—

reper

Figura 3.5
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Se mai poate calcula coeficientul de gatuire la rupere:

Ao 'Au
Z=—""""" 100% (3.8)
AO
ndﬁ
unde: A, = 4 3.9

d, - diametrul cel mai mic din zona gatuita (figura 3.5).

Tensiunile o, o, 0, 0, reprezinti caracteristicile mecanice ale

materialului.

Pentru oteluri, lungirile specifice au valori foarte mici, in special in prima

portiune a diagramei: &, =0,002% ;g =0,02% ¢, =0,2% . La rupere insa

lungirea specifica poate avea valori de €. =2 20% pentru oteluri cu rupere ductila
si de € = 7+10% pentru oteluri cu rupere fragild (cu un continut ridicat de
carbon). De asemenea cu cat materialul este mai ductil, cu atat & si Z au valori
mai mari. Din categoria materialelor cu rupere ductilda mai fac parte Cu, Al, Sn,
Pb, etc., iar din categoria materialelor cu rupere fragila fonta, otelurile de scule,
betonul, rocile, sticla, unele materiale compozite, etc. La unele materiale cu
rupere fragild & nu depaseste 1% si practic nu se Inregistreaza o gatuire a
epruvetei inaintea ruperii.

Curba caracteristicd din figura 3.4 este conventionala deoarece la
determinarea tensiunii normale forta de intindere se imparte la aria initiala a
sectiunii epruvetei ca §i cum aceasta ar ramane constantd. Din acest motiv curba
caracteristicd are traseul nefiresc K-L care aratd ca ruperea ar avea loc in L la un
efort mai mic decat cel corespunzator punctului K. Masurand diametrul epruvetei
pe toatd durata Incercdrii §i calculdnd tensiunea o ca raportul dintre fortd si
sectiunea la un moment dat (tinand cont de strictiune) se poate trasa diagrama
reald, prezentata cu linie intrerupta in figura 3.6. In aceastd diagrami tensiunea

este maxima la ruperea epruvetei si se calculeaza cu relatia:
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c =— 3.10
max A u ( )
diagrama reald L
o g <
.\L
diagrama N
conventionala
G
Gc Gu
C. | Op
€
SP
€
&
Figura 3.6

Se observa ca cele doud diagrame practic coincid in prima portiune (pana
la aparitia curgerii). Diferente mari apar Intre ele abia dupa gatuirea epruvetei.

In regiunea de proportionalitate O-B curba caracteristici este liniara.
Panta acestei drepte se noteazd cu E si se numeste modul de elasticitate
longitudinald (modulul Young):

tga =E (3.11)

Pe aceastd portiune a curbei caracteristice este valabild legea lui Hooke,

care este de fapt ecuatia dreptei care trece prin origine:

c=E ¢ (3.12)

Aceasta lege a fost enuntatd in anul 1678 de catre Robert Hooke si arata ca
pana la limita de proportionalitate alungirile specifice sunt proportionale cu

tensiunile.
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Modulul de elasticitate longitudinald mai putea fi numit “rigiditatea
materialului” si este o caracteristica de material. Cu cat E are valori mai mari, cu
atat deformatiile epruvetei sunt mai mici, la aceeasi tensiune. Pentru oteluri
modulul are valori extrem de ridicate: Epo; = 2,11 0’ MPa. Comparativ, aluminiu

are un modul de elasticitate mult mai mic: E,;; = 0,71 0’ MPa.

Observatii:

Ipotezele pe baza carora a fost trasata diagrama conventionala o - € sunt
foarte aproape de realitate in prima parte a incercarii (pdna la aparitia
curgerii), dar sunt nesatisfacatoare in ultima perioada, in special dupa aparitia
gatuirii. Acest fenomen este asociat cu o repartitie neuniforma a lungirii
specifice, o scadere locala pronuntata a sectiunii §i cu aparitia unei Sstari
spatiale de tensiuni neuniforme in zona strictionata. Datorita acestor fenomene
complexe, este extrem de dificil sa se calculeze o valoare locala a tensiunii o, §i
a lungirii specifice &,

Se mai obisnuieste ca, pentru solicitarile axiale, tensiunile sa se noteze cu
R (rezistenta), iar alungirile specifice cu A, (alungirea totala dupa rupere). Vom
avea astfel o, = R, si 0, = R,, (rezistenta maxima la tractiune), etc.

In aplicatiile ingineresti materialul se foloseste numai in zona de
elasticitate §i din acest motiv nu prezinta interes trasarea curbei reale si se
prefera cea conventionald. Prin urmare rezistenta de rupere este o marime
conventionala care difera de tensiunea maxima atinsa in corpul solid.

Modulul de elasticitate se determina numai pe epruvete lungi, cu ajutorul

extensometrelor.

Legea Iui Hooke enunta legea de proportionalitate intre tensiuni §i

deformatii i sta la baza tuturor calculelor de rezistenta.
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Suprafata cuprinsa intre curba §i axa absciselor reprezinta lucrul mecanic
efectuat pentru distrugerea epruvetei raportat la volumul acesteia (lucrul
mecanic specific).

Pentru materiale care nu prezintd Tn curba caracteristica palierul de curgere
se determind in mod conventional o limitd de curgere tehnicd ca fiind valoarea
tensiunii normale careia 1i corespunde dupd descadrcarea epruvetei o lungirea
specifica remanenta de 0,2% inregistrata la otelurile cu rupere ductila. Punctul in
care o paraleld la dreapta ce trece prin origine intersecteazd diagrama determina
tensiunea oy, (figura 3.7). Aceasta se considerd conventional ca fiind tensiunea
(limita) de curgere o. = 0y, numitd si limita de curgere off set. In standard

aceastd limita de curgere conventionald se noteaza Ry,.

O [MPa]

€ [%]

80,2=0,2%

Figura 3.7

In figura 3.8 se prezinta diagrama caracteristica pentru un otel cu continut
ridicat de carbon, care face parte din categoria materialelor cu rupere fragild care
au deformatii mici la rupere si nu prezintd gatuire. Se observa cd diagrama este

liniara pana aproape de rupere si nu prezinta palier de curgere.
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G [MPa]

(o Go,2

€ [%]

8(),2=0,2%

Figura 3.8

Existd si materiale care nu asculta de legea lui Hooke (de exemplu fonta,
alama, cupru, betonul, cauciucul, pielea, fibrele textile, materialele plastice,
fibrele artificiale, etc.) la care diagrama caracteristicd nu prezintd practic o
portiune liniara. In acest caz, modulul de elasticitate E variazi pe toatd durata
incercarii. Se poate defini conventional un modul de elasticitate fatd de o coarda

(dreapta OD 1n figura 3.9), numit modul de elasticitate secant.

o [MPa] B C, 5

de

€ [%]

Figura 3.9

Mai poate fi definit un modul de elasticitate initial, care reprezintd panta
tangentei prin origine (dreapta OB in figura 3.9) sau un modul tangent pentru un
punct oarecare al diagramei (panta tangentei CC’ 1n figura 3.9):

do

= e (3.14)

E¢
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Pentru asemenea materiale se poate cauta o expresie analiticd a curbei de
forma:

n
(¢

€= (3.15)

E med
unde: n - un coeficient ( n > 1 pentru curbe cu concavitatea in jos si n < 1 la
curbe cu concavitatea in sus);
E,.. - o valoare medie a modulului de elasticitate.
Relatia (3.15) ar putea 1nlocui legea lui Hooke, dar aceasta complica mult
calculele de rezistentd. Pentru reducerea volumului de calcul curba poate fi

inlocuita cu o dreapta conventionala.

3.1.4. Solicitarea la compresiune

Incercarea la compresiune se efectueaza pe epruvete scurte (lp <5-dy)
pentru a evita fenomenul de flambaj. Numai epruvetele executate din materiale
fragile pot fi rupte la compresiune. Cele executate din materiale cu rupere tenace
pot suporta deformatii mari, fard sa se ajunga la distrugerea acestora. Epruvetele
executate din materiale tenace se deformeaza in formd de butoi in cursul
incercarilor, datorita frecarilor care apar Intre capetele epruvetei si platanele Intre
care are loc compresiune.

In figura 3.10 se prezintd diagrama caracteristica a unei epruvete din fonta.

)

Figura 3.10
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Pentru multe materiale cu rupere ductila modulul de elasticitate
longitudinald si limita de curgere sunt aproximativ aceleasi pentru tractiune si
compresiune (figura 3.11). Ruperea 1n acest caz nu poate fi atinsa.

In cazul materialelor cu rupere fragila, diagrama la tractiune difera mult de
diagrama de compresiune (materialele au modulul de elasticitate la tractiune
diferit de cel obtinut la compresiune). Tensiunea de rupere la tractiune este mult
mai micd decat cea de rupere la compresiune, de exemplu 6,=0,lc,. pentru
beton (figura 3.12).

In figurile 3.11 si 3.12 diagrama la compresiune s-a prezentat in cadranul

III, deoarece o'si € sunt considerate negative pentru aceasta solicitare.

o Tupere

G Tractiune

Compresiune

Gc

Figura 3.11
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(o
_~ rupere
VD Tractiune
Ot
€
Compresiune
Grc
rupere
Figura 3.12

S-a mentionat anterior ca materialul unei epruvete din otel cu rupere
ductila, solicitat peste limita de curgere si apoi descarcat complet isi mareste
limita de elasticitate si proportionalitate. Daca apoi epruveta este solicitata la
compresiune, se constatd scaderea limitei de curgere. Acest fenomen se numeste
efectul Bauschinger.

El apare si la alte solicitari (torsiune, incovoiere) si poate fi utilizat pentru
marirea zonei de proportionalitate cdnd sarcinile nu isi schimba sensul in timpul
functionarii (la arcuri de tractiune sau de compresiune, etc.). Dupa un tratament
termic de recoacere, tensiunile de curgere la tractiune si compresiune vor fi iarasi

egale.

3.1.5. Solicitarea la forfecare

Solicitarea la forfecare este efectuatd pe epruvete losipescu (epruvete
plate, cu sectiune predeterminatd de rupere in care exista o solicitare la forfecare
purd) (figura 3.13). Adancimea celor doud crestaturi (d;) este astfel aleasa, incat

tensiunea tangentiald sa fie cat mai uniforma in sectiunea slabita.
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Incercarile se realizeaza pe o masind universala de Incercat, care poate

lucra la tractiune sau la compresiune. Epruvetele sunt prinse intr-un dispozitiv
special montat pe masina. Intre forte exista relatia: K = 5

Se traseaza initial diagrama fortd - deplasare a falcii mobile si apoi prin
calcul diagrama conventionald - y Pentru materiale cu rupere ductild ea are o

alurd similara cu cea de la torsiune (figura 3.14).

F, b F
w d,
f 7
F - ' F h |
L/2 L2
Figura 3.13

3.1.6 Solicitarea la torsiune
Aceasta solicitare nu este standardizatd si este mai putin utilizata datorita
dezavantajelor pe care la prezinta:

- starea de tensiuni nu mai este uniforma in sectiunea epruvetei (tensiunile
au o distributie liniard). O distributie mai uniforma a tensiunilor se poate obtine
prin utilizarea unor epruvete tubulare, a caror executie este nsa dificila si a caror
pret este ridicat;

- pentru realizarea Incercarii sunt necesare masini §i respectiv dispozitive
speciale care nu fac parte din dotarea standard a masinilor universale de Tncercat.

Incercarea la torsiune prezinti si o serie de avantaje dintre care se
mentioneaza:

- starea particulara de tensiune care apare 1n epruvetd;
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- prinderea mai usoard a epruvetei;
- evitarea lunecarilor 1n bacuri,
- lipsa fenomenului de gatuire inainte de rupere.
In timpul incercirii se inregistreazi diagrama M, - @. (moment de torsiune
- unghi de rotire a sectiunii). Se traseaza apoi prin calcul diagrama caracteristicd

conventionalda 7 - ¥ Se obtine o curbd T = f(y) asemanatoare cu cea de la

tractiune.

T [MPa]

®

Figura 3.14

Pe aceastd curba caracteristicd se pot defini caracteristicile mecanice la

torsiune:

- limita de proportionalitate 1,

- limita de elasticitate 7,

- limita de curgere T,

- rezistenta de rupere 1, (figura 3.14).

Panta dreptei prin origine reprezintd modulul de elasticitate transversala
(Coulomb), G:

tgf=G (3.16)

Panta acestei drepte este mai mica.
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Cele doud module de elasticitate E, G §i coeficientul lui Poisson v
caracterizeazd comportarea elasticd a unui material si se numesc caracteristici

elastice.

Observatii:

Un material care are aceleasi caracteristici elastice in orice directie se
numeste izotrop.

La materialele anizotrope, valoarea caracteristicilor elastice depinde de
directia de prelevare a epruvetei. Un material complet anizotrop prezinta 21
caracteristici elastice independente.

Materialele ortotrope prezintda trei plane de simetrie ortogonale pentru

caracteristicile elastice si au 9 caracteristici elastice independente.

In tabelul 3.1 sunt indicate valori ale celor doud module de elasticitate
pentru cateva materiale utilizate in constructia de masini (valori ale coeficientului

de contractie transversala se prezinta in tabelul 2.3).

Tabelul 3.1
E [MPa] | G [MPa]

Material x 10° x 10*
Cauciuc 107 5107
Pb 0,17 0,7
Cu, Mg, Bronz 0,5-1,2 ~3-4
Al ~0,7 2,5-2,7
Otel carbon 1,9...22 | 7,8-8,2

Fonta cenusie 0,8-1,2 2,9-4

Fonta maleabila | 1,5 —

Beton 0,15-0,4 0,7-1,7
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In Teoria Elasticitatii se arata ca pentru un material izotrop, intre cele trei
caracteristici elastice existd urmadtoarea relatia (prin urmare materialul izotrop
prezintd numai doud caracteristici elastice independente):

E

G="—— 3.17
2i+v) G17
Pentru torsiune si forfecare ecuatia dreptei care trece prin origine are
urmatoarea forma si este cunoscuta ca fiind legea lui Hooke:

1=G 7y (3.18)

3.1.7 Incercarea la incovoiere simpla
Incercarea la incovoiere se aplica in special pentru materiale cu rupere

fragila, deoarece in cazul celor cu rupere tenace nu se produce ruperea.
Tensiunile normale care apar Tn urma solicitarii prezintd o variatie liniard pe
sectiune, astfel ca fibrele de la exteriorul curburii sunt supuse la tractiune, iar cele
de la interior la compresiune. Din aceste motive, incercarea la incovoiere este
mai putin utilizatd. In schimb incercarea este usor de realizat pe orice masina de

Incercat universala.

3.1.8 Incercari tehnologice
Spre deosebire de incercarile prezentate anterior incercarile tehnologice nu

pot fi folosite pentru determinarea caracteristicilor mecanice sau elastice ale
materialelor. Incerciri tehnologice au drept scop determinarea prelucrabilitatii
materialelor prin diverse tehnologii: prelucrari prin aschiere, deformari plastice la

rece, etc. Sunt prezentate in continuare cateva dintre incercarile tehnologice.

3.1.8.1 Determinarea duritatii

Determinarea duritatii se poate realiza utilizind urmatoarele metode:

Brinell, Rockwell si Vickers pentru materiale metalice si Shore pentru polimeri,
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cauciuc, etc. Indiferent de metoda folositd determinarea industriala a duritatii se

bazeaza 1n special pe metode de penetrare.

Metoda Brinell
Aceasta metoda utilizeaza drept penetrator o bila din otel foarte dur de
diametru D. In urma apasarii bilei cu o fortd F, pe suprafata polizatd a probei sau
piesei, ramane o amprentd sub forma unei calote sferice de diametru d. Sunt
standardizate D, F si durata mentinerii fortei.
Duritatea Brinell se exprima ca raport dintre forta F' [daN] si suprafata S

2 . .
[mm~] a calotei sferice:

HB = — (3.19)

Observatii:
Cunoscand duritatea Brinell, se poate aprecia rezistenta de rupere a

otelului cu relatia empirica: 0, ~0,35 HB [daN/mm’]
Determinarea duritatii Brinell poate fi privita si ca o metoda nedistructiva
pentru aprecierea tensiunii de rupere.
Ludnd duritatea in mai multe puncte se poate verifica omogenitatea

tratamentului termic al materialului.

Metoda Rockwell
Aceasta metoda utilizeaza ca penetrator:
- o bila de otel extradur cu D = 1/16 inch si F = 100 daN (duritatea HRB);
- un con de diamant cu unghiul la varf de 120° si F = 150 daN (duritatea
HRO).

Metoda Vickers
Metoda utilizeaza ca penetrator o piramida de diamant cu baza patratd (ot =

136°). Forta de apasare este cuprinsa intre 5 - 80 daN. Pentru determinarea
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duritdtii se masoara diagonala amprentei lasate de penetrator pe suprafata probei

sau a piesei.

Metoda Shore
La aceastda metodd penetratorul este de diamant §i este montat pe o

greutate care cade de la o indltime data pe suprafata probei.

3.1.8.2 Determinarea rezilientei
Se utilizeaza epruvete cu o sectiune predeterminatd de rupere, lovite de

catre un pendul de forma speciala si se realizeaza o incercare la incovoiere prin

soc.

Metoda Charpy
La aceastd metodd epruveta este montatd orizontal, simplu rezemata la

capete si este lovitd de catre pendul, 1n spatele crestaturii (figura 3.15).

pendul

epruveta

Figura 3.15

Se determina energia U, consumatd pentru distrugerea epruvetei i se

determina rezilienta K cu relatia:
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K=—— (3.20)

unde: A - aria sectiunii slabite a epruvetei.

Metoda Izod
La aceastd metodd epruveta este montatd in pozitie verticald, in consola

(fixatd la un capat si libera la celdlalt) si este lovitd de catre pendul la capatul

liber, dinspre partea crestaturii.

Observatii:
Rezilienta se exprima de obicei in (Jfem?).
Inversul rezilientei (1/K) se numeste fragilitate.

De regula, fragilitatea unui material creste cu duritatea.

3.1.9. Factori care influenteaza caracteristicile mecanice si elastice
ale materialelor

Caracteristicile mecanice si elastice pentru un material dat, pot fi
modificate, in mod real sau aparent, de catre anumiti factori.

In mod aparent, aceste caracteristici pot fi modificate de:

- viteza de Incdrcare a epruvetei;

- dimensiunile epruvetei;

- tehnologia de elaborare a materialului si de confectionarea epruvetei.
Modificarea reala a caracteristicilor mecanice si elastice este produsa de:

- temperatura;

- timp;

- ecruisare;

- tratamente termice.
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Influenta vitezei de incircare
Pentru determinarea caracteristicilor mecanice uzuale se recomanda viteze

de Incarcare relativ mici (incarcare statica). Cu cat sarcina se aplicd mai incet cu
atat tensiunea este mai micad, iar alungirea creste si invers. La multe materiale,
caracteristicile mecanice cresc la viteze mari de incircare. In acest caz
deformatiile plastice nu se pot dezvolta datoritd timpului scurt in care se face
incdrcarea si rezultd deformatii specifice la rupere mai mici si rezistente de
rupere mai ridicate. Se considerd cd aceasta cregstere este doar aparenta deoarece
incdrcarea prin soc nu este recomandabild. La unele materiale cu rupere foarte
fragild (de exemplu materialele ceramice) se constata o scadere a caracteristicilor
mecanice cu cresterea vitezei de incarcare. De asemenea se poate intampla ca un
material care prezinta o rupere tenace la solicitari statice sa poate deveni fragil la

viteze mari de incarcare.

Influenta dimensiunilor epruvetei
Dimensiunile epruvetei influenteaza intr-o anumitd mdsurd tensiunea de

rupere la tractiune, astfel cd pentru acelasi material se obtin valori mai mici
pentru o, la Incercarea unor epruvete de dimensiuni mai mari. Acest fenomen
poate fi explicat prin faptul cd@ ruperea materialului este amorsatd de catre
microdefecte (defectiuni locale ale retelei cristaline, incluziuni, microsufluri, etc.)
ale materialului, de la care pornesc microfisuri si apoi fisuri care conduc la
sectionarea epruvetei. Cu cresterea volumului de material creste si numarul
microdefectelor si deci probabilitatea aparitiei unor microdefecte importante care
vor amorsa microfisurile la tensiuni mai mici.

Influenta dimensiunilor poate fi evaluata prin coeficientul de scara:

Ord
Kyg=— (3.21)
01,10
unde: G, o - tensiunea de rupere la tractiune, determinata pe epruvete standard, cu

diametrul de 10 mm;
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O, 4 - tensiunea de rupere la tractiune, determinata pe epruvete proportionale
cu cele utilizate la determinarea tensiunii o, 9, avand diametrul partii calibrate d
# 10 mm.

Observatii:

Dimensiunile epruvetelor au o influenta relativ mica la oteluri.

Tensiunea la rupere determinata pe sdrme foarte subtiri are valori mult mai
mari decdt cea determinata pe epruvete normale, confectionate din acelasi
material.

Dimensiunea epruvetei are o influenta foarte mare la fonte, care sunt

materiale cu mai multe microdefecte.

Influenta tehnologiei de elaborare a materialului si de confectionarea epruvetei

La elaborarea unui material, compozitia chimica si parametrii tehnologici
prezintd anumite variatii, care trebuie sa fie cit mai mici posibil, pentru a putea
garanta caracteristicile mecanice si elastice ale materialului. Totusi, anumite
variatii sunt inevitabile si pot conduce la o dispersia mai micd (la materiale
omogene) sau la o dispersie mai mare (la materiale mai putin omogene si in
special la cele neomogene) a caracteristicilor elastice si mecanice.

Tehnologia de elaborare a materialului poate influenta semnificativ
caracteristicile elastice si mecanice ale materialului. Astfel, acelasi otel are
tensiunea la rupere mai ridicatd daca este forjat, mai scazuta daca este laminat si
mai scazutd daca este turnat (otelul turnat este mai putin omogen si are defecte
mai numeroase $i mai mari), iar polimerii au tensiunea de rupere si densitatea

mai mare daca sunt turnati sub presiune decat daca sunt turnati liber.

In cazul materialelor anizotrope (materiale metalice ecruisate, unii
polimeri, lemnul, betonul armat, materialele compozite armate cu fibre lungi,
etc.) caracteristicile elastice si mecanice depind de directia de prelevare a

epruvetei.
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Influenta temperaturii
Temperatura la care se inregistreaza curbele caracteristice corespunde

unor valori curente din timpul exploatérii si este de circa 20°C. Experienta arata
ca variatia de temperaturd influenteaza in mare masurd caracteristicile elastice si
mecanice ale materialelor. Cu toate ca 1n aplicatiile ingineresti existd masini si
structuri care lucreaza la temperaturi mult diferite de cea a mediului (temperaturi
extrem de ridicate sau coborate) analiza comportdrii materialelor functie de
temperatura este complexa si dificila.

La otelurile carbon rezistenta la rupere prezintd un maxim, iar alungirea la
rupere un minim in jurul temperaturii de 300° C. La temperaturi mai ridicate se
inregistreaza scaderi importante ale rezistentei §i alungiri mai mari. Modulul de
elasticitate scade continuu cu temperatura (deformarea plastica la cald a
materialelor metalice se bazeazd tocmai pe scdderea tensiunii de curgere si a
modulului de elasticitate la temperaturi ridicate). In schimb la temperaturi
scazute tensiunile de rupere ale otelurilor cresc deoarece materialele trec din
starea tenace in starea fragild, in care caz deformatiile lor plastice sunt foarte
mici. In aceastd situatie materialele devin sensibile la incarcari dinamice. Unele

materiale metalice devin fragile la numai -20° C.

Influenta timpului
In practica viteza de incdrcare si durata de actiune a sarcinilor exterioare

variaza 1n limite destul de largi, astfel ca existd sarcini care variaza foarte Incet si
sarcini care variaza foarte repede.

Pentru materialele perfect liniar-elastice, care au o curba caracteristica
liniard poate fi scrisa legea lui Hooke, relatia (3.12). In anumite conditii unele
materiale au o comportare vdsco-elastica, adica 1si modifica starea de deformatii
si/sau tensiunii atunci cand o sarcind actioneaza timp indelungat. La oteluri
comportarea vasco-elasticd se manifesta pregnant la temperaturi de peste 300°C,

pe cand la polimeri ea se manifesta chiar si la temperatura mediului. Tensiunile
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sunt functii nu numai de alungirile specifice, dar si de timp. Un asemenea
comportament se numeste neliniar vdsco-elastic.

Sub actiunea unor sarcini de durata, chiar la valori constante ale
tensiunilor, apar deformatii de naturd vascos-plastice numite deformatii de
curgere lenta sau fluaj. La Incercarile la fluaj se mentin constante temperatura si
tensiunea o din piesa si se Tnregistreaza cresterea lungirii specifice £ 1n timp, € =
f(t). Materialul prezinta o curgere lenta.

Fenomenul invers, de reducere 1n timp a tensiunilor la deformatii constante
este numit relaxare. Pentru acest gen de incercdri se mentin constante
temperatura si alungirea specifica £ si se inregistreaza variatia tensiunii In timp
o = f(t).

In figura 3.16 se prezinta curbele tipice pentru incercarile la fluaj si
relaxare, trasate pastrind anumiti parametri constanti (temperaturd si tensiune

pentru fluaj, temperaturd si lungire specifica pentru relaxare).

[MPa]

t [Ore] t [ore]

a) b)

Figura 3.16

In cazul curbei de deformatie sub sarcini constantd (figura 3.16a) se
constata cd alungirile cresc cu timpul, astfel ca fluajul conduce la modificarea in
timp a dimensiunilor paletelor de turbina, a peretilor conductelor instalatiilor
termoenergetice, s.a. Pentru curba de relaxare (figura 3.16b) se constatd ca
tensiunile din piesd scad cu timpul. Acest fenomen se produce 1n special la

instalatiile termice care lucreazd timp indelungat sub sarcind (de exemplu
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relaxarea tensiunilor contribuie la sldbirea unor Tmbinari cu suruburi care

lucreaza la temperaturi ridicate, etc.).

Observatii:
Calculul de rezistenta al pieselor din materiale metalice care lucreaza la
temperaturi ridicate se face tinand cont de fenomenele de fluaj si relaxare din
ele. In cazul polimerilor acest calcul se face chiar si pentru piese care

lucreaza la temperatura mediului.

Influenta tratamentelor termice si a ecruisarii

Tratamentele termice si ecruisarea influenteaza Tn mod real caracteristicile
mecanice si elastice ale materialului. Se stie ca tratamentele termice sunt utilizate
in mod curent pentru a modifica in proportii destul de importante caracteristicile
mecanice. Astfel:

- cdlirea creste duritatea, rezistenta la rupere, fragilitatea si scade alungirea
la rupere;

- revenirea pastreazad duritatea obtinuta prin calire si micsoreaza fragilitatea;

- recoacerea de inmuiere anuleaza efectul calirii.

Fenomenul de ridicare a limitei de proportionalitate prin tratamente mecanice
prealabile poarta numele de ecruisaj si este utilizat Tn metalurgie la obtinerea
otelurilor dure. Ecruisarea conduce la cresterea semnificativd a limitei de
elasticitate la descarcarea si reincarcarea epruvetelor, la intindere, in schimb o
micsoreaza pe cea de compresiune (are loc efectul Bauschinger). Deformarile
plastice (in special cele la rece) produc ecruisari. Prin laminare si trefilare se
obtin semifabricate ecruisate (la suprafatd sau chiar in toatd masa). Pentru a
ridica limita de elasticitate la unele materiale metalice ca alama, arama si aliajele
de aluminiu, se aplicd in mod special operatia de trefilare. Un material cu rupere
tenace poate deveni fragil in urma ecruisarii sale. De asemenea in urma ecruisarii

otelul devine anizotrop.
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3.2. Ipoteze simplificatoare in Rezistenta Materialelor

Pentru a putea prevedea comportarea unui material in conditii date, trebuie
sd avem o modelare matematica a acesteia. Comportarea diferitelor materiale
(metalice, polimeri, ceramice, compozite, etc.) in aceleasi conditii de solicitare
poate fi extrem de variatd. Nu poate exista un model unic pentru o varietate atat
de mare de materiale. Chiar pentru acelasi material avem modele diferite pentru
comportarea acestuia Tn domeniul liniar elastic, peste limita de elasticitate, pentru
comportarea vascoelastica, etc. Cel mai simplu model este cel elaborat pentru
materialele elastice avand curba caracteristica liniara.

Modelul clasic, care std la baza Rezistentei Materialelor si a Teoriei
Elasticitatii, este adecvat comportarii otelului solicitat Tn domeniul de
proportionalitate, dar si altor materiale care au o comportare similara. Pentru
elaborarea modelului trebuie retinuti anumiti factori care au o influenta majora si
neglijati cei care au o influentd nesemnificativa si ar aduce complicatii de calcul
insemnate. Retinerea factorilor esentiali se face prin formularea unor ipoteze
simplificatoare.

La baza modelului clasic stau urmatoarele ipoteze simplificatoare in

conditii de valabilitate in raport cu rezultatele experimentale:

Ipoteza mediului continuu

Aceastd ipotezd considerd cd la scard macromecanica materia poate fi
consideratd continua si nu discretd cum este 1n realitate (formata din atomi si
molecule). Mai apropiatd de realitate la corpurile amorfe si mai departata la cele
cristaline, aceasta ipoteza permite lucrul cu functii continui §i trecerea la limita.
Studierea structurii reale, discontinud cere folosirea unui aparat matematic mult

mai complicat.

Ipoteza omogenitatii mediului
Se admite cd materialul este omogen, avind aceleasi proprietati fizico-

chimice 1n tot volumul sau.
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Ipoteza mediului izotrop
Materialul este considerat izotrop, adica caracteristicile elastice si mecanice

sunt aceleasi 1n toate directiile.

Ipoteza elasticitatii perfecte
Se admite comportarea perfect elastica a materialului, adica revenirea la
forma si dimensiunile initiale dupa finldturarea sarcinilor care au produs

deformarea.

Ipoteza deformatiilor mici

Pentru majoritatea corpurilor solide deformatiile elastice sunt foarte mici 1n
raport cu dimensiunile corpurilor. Ca urmare, sub actiunea sarcinilor corpul solid
isi modifica Tn micd masurd configuratia initiala. Aceasta face ca ecuatiile de
echilibru static sa poata fi scrise pentru corpul deformat la fel ca pentru cel
nedeformat, respectiv ca in urma deformarii directiile fortelor si distantele dintre
ele sd rdamana neschimbate. Aceastd ipotezd conduce de asemenea la

simplificarea calculelor (infinitii mici de ordinul doi care pot fi neglijati, etc.).

Ipoteza proportionalitatii intre tensiuni §i deformatii

Daca solicitarea corpului este de o asa maniera incat materialul raméne in
domeniul elastic, se admite cad Intre tensiuni si deformatii existd o dependenta
liniara, exprimata de legea lui Hooke. Ca o consecinta a acestei legi la rezolvarea
unor probleme in Rezistenta materialelor se poate aplica principiul suprapunerii

efectelor sau principiul independentei efectelor fortelor.

Principiul lui Saint-Vénant

Enuntul acestui principiu este urmatorul: daca un sistem de forte este
inlocuit cu un alt sistem static echivalent, aceasta produce diferente apreciabile
in starea de tensiuni §i deformatii din vecindtatea fortelor dar ramdne fara efect
(sau cu efecte neglijabile) la distante suficient de mari de locul de aplicatie a

fortelor. Principiul este ilustrat in figura 3.17. O grinda 1n consold are pe capatul
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liber, in prima varianti (figura 3.17a), o forta distribuita. In figura 3.17b sarcina
distribuita a fost Tnlocuita cu o fortd concentrata static echivalenta (Q = F). La
locul de aplicare a sarcinii efectul fortei asupra grinzii va fi cu totul diferit in cele
doua variante. Aceasta inlocuire insd nu produce modificari in starea de tensiuni
si deformatii in sectiunea A-A, aflatd la o distanta suficient de mare pe forta. Prin
aplicarea sarcinilor se realizeazd o stare locala de solicitare in jurul locului de
aplicare, precum si o stare generala a corpului solid solicitat. Studiul solicitarii

barelor si placilor urmareste stabilirea, in special, a stdrii generale de solicitare.

| 1 | 1 |
Q
A A F
| A |
A A
a) b)
Figura 3.17

Ipoteza starii naturale

Se presupune ca 1n corpurile solide nu existd tensiuni in lipsa sarcinilor.
Admitand aceasta ipoteza, se poate demonstra teorema lui Khirchoff care spune
cd pentru un corp, o rezemare $i un sistem de sarcini date, starea de tensiuni si
deformatii este unici. In realitate toate operatiile tehnologice, care produc
incalziri si deformatii plastice neuniforme produc tensiuni care raman in corp in
lipsa incarcarilor, numite fensiuni remanente. in cazul solicitarilor statice ele pot
avea un efect benefic daca sunt de sens contrar tensiunilor create de catre sarcini,
dar sunt nefavorabile dacd lucreaza in acelasi sens cu tensiunile de serviciu.
Tensiunile remanente influenteazd semnificativ comportarea la solicitari
variabile. Aceste tensiuni pot fi mult diminuate in urma unui tratament termic de

detensionare, tratament care este dificil de aplicat structurilor de mari dimensiuni.
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Ipoteza lui Bernoulli (ipoteza sectiunilor plane)

Aceasta ipoteza este formulata astfel: o sectiune plana §i normala pe axa
geometrica a barei inainte de deformare, ramdne plana §i perpendiculara pe axa
deformatd si dupd deformare barei. In figura 3.18 este ilustratd aceasta ipoteza
pentru solicitarea la tractiune (figura 3.18a) si la incovoiere (figura 3.18Db).
Conform acestei ipoteze sectiunea AB din bara solicitata la tractiune de catre
forta P se deplaseaza paralel cu ea 1nsasi in A’B’, iar sectiunea transversala AB
din grinda solicitata la incovoiere ramane pland si normala la axa deformata a

grinzii.

axa nedeformata
A B A \
A B’ O\
B A

axa deformata

a) b)

Figura 3.18

Aplicarea ipotezei lui Bernoulli la studiul tensiunilor normale pe sectiunea
transversala, la solicitarea de tractiune si incovoiere, conduce la o repartitie
liniara a acestora. Aceastd ipotezd aduce o scadere semnificativa a volumului de

calcul. Ipoteza nu este admisd in Teoria Elasticitatii.
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3.3. Metode de calcul in Rezistenta Materialelor

3.3.1 Consideratii generale

Scopul calculelor de rezistenta este asigurarea sigurantei n exploatare a
maginilor, utilajelor si structurilor, chiar §i in conditiile cele mai defavorabile.
Pentru asigurarea acestei sigurante proiectantul trebuie sd-si ia precautiile ce se

impun. In Rezistenta Materialelor se disting trei tipuri de probleme sau calcule:

Probleme de verificare
Calculul de verificare se efectueazd pentru o piesd datd, la care se cunosc
forma, dimensiunile §i materialul din care este confectionatd, in scopul
determindrii tensiunilor si deformatiilor produse de actiunea sarcinilor si
compararii acestora cu cele admisibile. Practic scopul acestui calcul este de a

preciza efectul Incarcarii sarcinilor asupra corpului studiat, tragdnd concluzii

.....

Probleme de dimensionare
Calculul de dimensionare se efectueazd pentru determinarea formei si
dimensiunilor unei piese, prin asigurarea rezistentei sale si a unor deformatii

admisibile, in functie de sarcinile exterioare si de material.

Probleme de stabilire a capacitatii de incarcare

Fiind cunoscuta piesa cu elementele sale bine precizate i cunoscand
materialul din care este confectionata (materialul este definit prin caracteristicile
sale mecanice), se stabilesc prin calcul incarcarile maxime ce pot solicita corpul
fard a fi depdsite conditiile din starea limita considerata.

Metodele de calcul din Rezistenta Materialelor trebuie s stabileascd cum se

poate tine seama de caracterul aleatoriu al marimilor cu care se opereaza in
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calculele atunci cand se exprimd siguranta si prin ce marime cuantificabild se

poate exprima aceasta siguranta.

Metoda de calcul cuprinde ansamblul de reguli prin care se tine seama de
variatia aleatoare a parametrilor care determina siguranta unui element sau a
unei structuri §i prin care se stabileste marimea pe care trebuie s-o determine

cantitativ.

3.3.2. Metoda tensiunilor admisibile

Este cea mai veche metoda in domeniul calculelor de rezistenta, care
considerd drept criteriu de rezistentd a corpului tensiunile care apar in acesta,
care nu trebuie sa depaseascd o anumitd limitd, consideratd periculoasa. Altfel
spus, tensiunea maxima care poate fi admisa in exploatare, numitd tensiune

admisibila, trebuie sa fie de ¢ ori mai mica decat tensiunea periculoasd. Prin

urmare:
G peric
6, =———
a c
respectiv (3.22)
Tperic
T, =——
a c

unde: ¢ - coeficient de siguranta (un numar supraunitar).

Tensiune periculoasd este consideratd ca fiind tensiunea de rupere (o; sau
7,) In cazul materialelor fragile, care au o diagramd caracteristica liniara pana
aproape de rupere si fard palier de curgere (figura 3.19a), dar si pentru materiale
tenace, atunci cand aparitia unor deformatii plastice locale nu afecteazd buna
functionare a ansamblului (de exemplu structurile mari confectionate din oteluri
tenace). Pentru structurile din materiale tenace la care aparitia deformatiilor

plastice impiedica buna functionare a ansamblului §i poate conduce chiar la
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distrugerea acestuia drept tensiune periculoasa este aleasd cea de curgere (o, sau
7.) asa cum este indicat in figura 3.19b.
Tensiunea admisibila este valoarea conventionala aleasa in calcul pentru

tensiunea maxima care se poate produce in corp, in conditii date de material si

solicitare.
S . o/
G
7N
G=c/c | c=q./c
€ €
a) b)
Figura 3.19

Din motive de sigurantd tensiunile maxime care apar in piese nu pot
depasi tensiunile admisibile:

Omax SOaj3 Tmax S Ta (3.23)

Relatiile de mai sus stau la baza calcului de rezistentd prin metoda
tensiunilor admisibile. Calculul este condus astfel:

- din analiza diagramelor de eforturi i a repartitiei tensiunilor pe sectiunea
transversala se stabileste sectiunea In care apare tensiunea maxima (sectiunea
periculoasd);

- valoarea gasitd pentru tensiunea cea mai mare se compara cu marimea
tensiunii admisibile. Functie de natura problemei aceasta operatie de comparare
capatd unul din urmatoarele doua aspecte: in problemele de dimensionare se
impune ca tensiunea maximd sa fie egald cu tensiunea admisibild, iar in
problemele de verificare se impune conditia ca tensiunea maxima sa fie mai mica

sau cel mult egala cu tensiunea admisibila.
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Coeficientul de siguranta si tensiunea admisibila se aleg catre proiectant,

avand 1n vedere un numar mare de factori si fenomene, cum ar fi:

Natura materialului

Se tine seama:

- daca materialul este ductil sau fragil,

-de gradul de dispersie al caracteristicilor mecanice si elastice,

- de omogenitatea acestuia.

Astfel, in cazul materialelor tenace coeficientul de siguranta este mai mic
decat cel corespunzator materialelor fragile, deoarece acestea din urma sunt mai
sensibile la diferite deteriorari accidentale si la defecte tehnologice. Cu cat
materialul este mai neomogen cu atat se vor lua tensiuni admisibile mai mici,
respectiv coeficienti de siguranta mai mari (de exemplu pentru fonta, beton,
piatra la care gradul de neomogenitate este mai mare se aleg coeficienti de
siguranta mai mari decat la otel).

Mediul in care lucreazd piesa sau structura

Sunt situatii In care piesele lucreaza la temperaturi ridicate (cazane, turbine
cu aburi, etc.) sau coborate, iar in alte cazuri ele lucreazd in prezenta agentilor
corozivi care produc o oxidare a piesei. Alte piese sunt supuse unei uzuri mari.
Toti acesti factori produc in timp o slabire a pieselor, fapt care impune alegerea
unor valori inferioare ale tensiunii admisibile, respectiv a unor coeficienti de
siguranta mariti.

Precizia modelului de calcul adoptat (cdat de mult se poate indeparta de
realitate)

In cazul in care ipotezele de calcul sunt incerte atunci pentru tensiunea
admisibila se vor alege limitele inferioare din cele recomandate de literatura de
specialitate.

Tipul solicitarii (solicitari simple, compuse) si modul de actiune al

sarcinilor (static, dinamic, alternant)
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Daca o piesa este supusd numai la solicitdri statice simple atunci tensiunea
admisibila se alege ca o valoare corespunzatoare acestei solicitdri. Pentru
solicitdrile variabile in timp valoarea aleasd este mai mica pentru a se tine seama
de pericolul ruperii prin oboseald. Spre exemplu pentru piesele din otel cu rupere
ductila supuse la solicitari statice simple, la temperatura mediului, coeficientul de
siguranta va fi ¢ = 1,2+1,6, iar pentru piesele din materiale cu rupere fragila,
solicitate in acelasi conditii, se poate alege ¢ = 2,5+3.

Alti factori de care se tine seama in alegerea coeficientului de sigurantd si
tensiunii admisibile sunt:

- precizia evaluarii sarcinilor si a posibilitatilor de aparitie, pe durata
exploatdrii, a unor suprasarcini;

- eventualele tratamente termice, termochimice, mecanice sau acoperiri
metalice ale piesei;

- micsorarea sectiunilor nominale ca urmare a tolerantelor de executie
negative, uzurii, coroziunii;

- importanta pieseli, durata ei de functionare si ce s-ar intampla daca aceasta
s-ar distruge (amploarea pagubelor materiale, pierderi de vieti omenesti, poluare).

Prin urmare coeficientul de siguranta trebuie sa fie acoperitor pentru tot
ceea ce proiectantul nu cunoaste cu precizie. Desi existd normative privind
alegerea coeficientilor de sigurantd, totusi adoptarea acestora necesitd experienta
in domeniu §i contine o anumita doza de subiectivism.

Metoda coeficientilor de siguranta partiali isi propune sd limiteze
subiectivismul in alegerea coeficientilor de sigurantd. Aceastd metodd exprima
coeficientul de sigurantd ca produs al unor coeficienti de sigurantd partiali,
fiecare dintre acestia reflectdnd influenta unui factor sau grup de factori. In
general se recomanda utilizarea a 2+-10 coeficienti partiali.

In cazul utilizarii a trei coeficienti de siguranti partiali se poate scrie:
C =CCrC3 (3.24)

unde:
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c; — coeficientul de siguranta care tine cont de evaluarile sarcinilor si
tensiunilor;

c; - coeficientul de siguranta care tine cont de neomogenitatea materialului
si de posibilitatea aparitie unor defecte la prelucrare;

c; - coeficientul de siguranta care tine cont de importanta piesei si de
conditiile de exploatare.

Se recomanda:
- pentru o precizie ridicatd c¢;=1,2+1,5, pentru una mai scazuta c, = 2+3;
- pentru materiale ductile ¢, = 1,2+1,8, pentru materiale fragile c, = 3+4, iar
pentru materiale foarte fragile c, = 4+6;

-c3=1+1.5.

3.3.3. Metoda sarcinii limita (de rupere)

Metoda tensiunilor admisibile considerda drept stare limitd atingerea
tensiunii periculoase (o, sau ¢;) intr-un singur punct. Sunt situatii cand atingerea
tensiunii de curgere intr-o sectiune sau intr-un punct al unei structuri nu duce la
cedarea elementului sau a structurii in ansamblu. Astfel, la elementele cu stari de
tensiune neomogend, la elemente cu sectiune neomogena sau la structurile static
nedeterminate alcatuite din materiale ductile se constatd ca intensitatea fortelor
care corespund ceddrii este mai mare decat valoarea la care apare intr-un punct
(cel mai solicitat) tensiunea de curgere. In situatia in care piesa are o capacitate

portantd mai mare, sarcina maxima admisibila se calculeaza cu relatia:

< Fperic
Fhpax S—— (3.25)
c
unde: F,,,, - sarcina maxima admisibila pentru structura;
Fe/ic - sarcina la care cedeaza structura.
Intre aceste doud metode principala diferentd consta in faptul cd metoda
tensiunilor admisibile apreciazd siguranta Tn raport cu limita stadiului elastic

(admisd ipotetic ca solicitarea pentru care tensiunea maxima atinge valoarea
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limitei de curgere, respectiv a rezistentei de rupere), iar metoda sarcinii de rupere
in raport cu stadiul de cedare (rupere). Cea de a doua metodd introduce un
coeficient de sigurantd global care nu tine cont de influenta diferitilor factori,
insa aplicarea sa conduce la economii de material. In conditii de asigurare
similare, la elementele din materiale ductile cu stari de tensiune neomogene sau
static nedeterminate rezulta valori diferite ale coeficientului de siguranta la cele
doua metode. Spre deosebire de metoda tensiunilor admisibile unde coeficientul
de sigurantd este cuprins in insasi valoarea tensiunii admisibile, in metoda

sarcinii limita coeficientul de siguranta este explicit.

3.3.4. Metode probabilistice

Studiul statistic al datelor obtinute in cursul unor experimente permite
stabilirea unor legi de distributie privind raspandirea §i repartitia lor. Pe baza
acestor legi, Teoria Probabilitatilor dd posibilitatea sa se prevadd ce valori va
avea marimea studiatd Intr-un experiment viitor. Prevederea se realizeaza cu o
probabilitate aleasa aprioric. Este posibil in acest fel sa se estimeze valoarea
minimd sau maxima pe care le va lua o variabila aleatoare, cu probabilitatea
aleasa.

Analizarii statistice a variabilelor aleatoare i se adaugd o marime de tip
probabilist de apreciere a sigurantei: probabilitatea de cedare. Ea reprezintd
probabilitatea ca valoarea S a raspunsului sa depaseasca valoarea probabild a
raspunsului limita si se noteaza P(S > Spin)- In acest caz conditia de rezistenta
exprima conditia ca probabilitatea de cedare sa fie inferioara unei valori admise
si se exprima sub forma:

P(S>S, ;)< P, (3.26)

unde:
P, - probabilitatea admisa pentru cedare (stabilitd pe baza unor considerente

economice, sociale, etc.).
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3.3.5. Conditii de rigiditate

Pentru ca functionarea ansamblurilor sa fie posibila trebuie ca deformatiile
pieselor componente sa nu depdseascd anumite limite. Aceasta Tnseamna ca n
afard de conditiile de rezistenta, care limiteaza tensiunile, structurile trebuie sa
satisfacd si anumite conditii de rigiditate, prin care se limiteazd deformatiile
liniare sau unghiulare ale acestora. Pentru asemenea situatii dimensiunile pieselor
vor fi stabilite din limitarea rigiditatii si deci a deplasarilor sau deformatiilor in

raport cu anumite valori admisibile. Astfel:

Omax S90a30max <0, (3.27)
unde valorile admisibile sunt de ¢ ori mai mici decat cele periculoase:
O peri 0 peri
5, = peric .0, = peric (3.28)
C c

3.3.6. Conditii de stabilitate

Chiar daca sunt satisfacute conditiile de rezistenta, in anumite cazuri, cum
ar fi la compresiunea barelor lungi sau incovoierea grinzilor cu inima inalta,
depasirea unor valori critice pentru sarcini (forta critica de flambaj, respectiv
momentul Tncovoietor critic de flambaj) conduce la aparitia fenomenului de
pierdere a stabilitatii (flambaj) si la distrugerea corpului. Pentru a preintampina
aparitia flambajului se impune conditia ca sarcinile aplicate sa fie inferioare celor

critice.

Conditiile de rezistenta, rigiditate gi stabilitate trebuie sa fie satisfacute

simultan de cdtre orice piesa sau structurd.
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CAPITOLUL 4

TEOREME $1 METODE ENERGETICE

4.1. Consideratii generale

Sub actiunea sarcinilor corpurile elastice se deformeaza, punctele de
aplicatie ale fortelor exterioare se deplaseaza si in consecinta efectueaza un lucru
mecanic exterior. Pand la limita de elasticitate lucrul mecanic cheltuit pentru
deformarea corpului nu se pierde ci se Tnmagazineaza in corpul solid deformat,
acesta acumuland energie potentiald elasticdi de deformatie. In Rezistenta
materialelor si Teoria elasticitatii existd multe metode pentru determinarea
deplasarilor, ridicarea nedetermindrilor, calculul la solicitari compuse, calculul la
stabilitate elastica, bazate pe legea conservarii energiei si deci pe calculul
energiei de deformatie.

Ipotezele care stau la baza principalelor teoreme referitoare la energie
precum si a metodelor de calcul care fac apel la aceasta (metode energetice) sunt:

- materialul este solicitat cel mult pana la limita de elasticitate (are o

comportare perfect elasticd), fiind valabild legea lui Hooke;
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- fortele exterioare sunt aplicate static (viteza de deformare este foarte
mica, deci energia cinetica este practic nula);

- se neglijeazd efectele termice, piezoelectrice, emisiile ultrasonore care
insotesc fenomenul deformatiei corpurilor, energia disipata de aceste fenomene
fiind mult mai mica decat cea de deformatie elastica;

- se neglijeaza frecarile interioare si frecarile In reazeme.

4.2. Teoremele lui Clapeyron. Lucrul mecanic exterior

Se considera un sistem elastic asupra caruia actioneaza Tn mod static forta
F. Sistemul de deformeazd cu cantitatea & Energia cinetica a sistemului
deformat, aflat in echilibru static, este nuld. Deplasarea fortei F pe distanta &
produce un lucru mecanic. Acesta provine din variatia de energiei potentiale de
pozitie a fortei si se numeste lucru mecanic al fortelor exterioare, L,.

In lipsa unor schimbéri de energie cu mediul, in baza legii conservarii
energiel, se poate spune ca lucrul mecanic exterior este egal cu energia potentiala
de deformatie a barei, U deci:

L.=U 4.5)

Relatia (4.1) reprezintd prima teorema a lui Clapeyron, care se enunta
astfel: pentru un corp elastic aflat in repaus, lucrul mecanic exterior (produs de
cdtre sarcini) este egal cu energia potentiala de deformatie acumulata de catre
acel corp.

Lucrul mecanic exterior se inmagazineaza in corp sub forma de energie
potentiald de deformatie, reprezentind lucrul mecanic pe care il executa
eforturile interioare din corp. La descarcarea corpului, energia potentiald de
deformatie se transformd 1n lucru mecanic, aducand corpul la forma si
dimensiunile initiale (pentru corpul descdrcat energia de deformatie este nula,

corpul formand un sistem conservativ).
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Daca forta este constantd pe toata durata deplasarii (aceastd ipoteza poate
fi admisa 1n cazul deplasarii libere a unor corpuri, pe distante relativ mari), atunci
lucrul mecanic exterior este definit prin produsul dintre proiectia fortei pe
directia deplasdrii si deplasare:

L=F o (4.6)

In cazul deformatiilor elastice forta variaza pe toatd durata deplasarii si
relatia (4.2) poate fi aplicatd la deplasdri incrementale, pe parcursul carora forta

poate fi considerata aproximativ constanta (figura 4.1):

dL, =F do 4.7
F
dL.
F
)
) dod
Figura 4.1

Intre forta si deplasare exista o relatie liniara:

F=k & (4.8)
Din relatia (4.4) rezulta:
5=~F
kl (4.9)
dsé = EdF

Din relatiile (4.3) si (4.5) se obtine:
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1
dL, = FdF

(4.10)
Forta fiind aplicatd static (intensitatea fortei creste lent de al zero la
valoarea finald) lucrul mecanic L,, efectuat pe durata cresterii lui F, se obtine

prin integrare:

L. = I}dL = ll}FdF = lﬁ = —FE
Ty ¢ kg k2 2k
4.11)
Tinind cont de relatia (4.5), relatia (4.7) devine:
LB
€2
4.12)

Prin urmare la deplasarile liniar-elastice lucrul mecanic al unei forte

exterioare egal cu semi-produsul dintre forta si deplasarea pe directia fortei.

Observatii:

Se observa ca lucrul mecanic al fortelor exterioare este numeric egal cu
aria triunghiului din diagrama F-0 (figura 4.1).

Pentru un moment concentrat M, care produce o rotire @ , se poate

demonstra o relatie similara pentru expresia lucrului mecanic exterior:

(4.13)
In relatiile (4.8) si (4.9) coeficientul 1/2 este caracteristic materialelor liniar-
elastice.
Deplasarile sunt masurate in punctele de aplicare ale sarcinilor, pe

directia acestora.

99



Daca asupra unui sistem elastic sunt aplicate simultan mai multe forte
F,...F, si momente M,...M,,, astfel incat deplasarile finale sa fie &...d, si

respectiv @... @y, atunci lucrul mecanic exterior se calculeaza cu relatia:

1 o 1 m
L= EIFiSi+§ leMj(pj (4.14)

Relatia (4.10) exprima cea de a doua teorema a lui Clapeyron, care se
enuntd astfel: lucrul mecanic efectuat de sarcinile exterioare, care actioneazd
static asupra unui corp liniar-elastic este independent de ordinea in care sunt
aplicate aceste sarcini §i este egal cu semisuma produselor fiecarei sarcini prin
deplasarea corespunzatoare.

Deplasarea finala a unei sarcini este influentata de prezenta celorlalte. Este
gresit sa se calculeze lucrul mecanic exterior total ca suma a lucrului mecanic

exterior al fiecarei sarcini, care actioneazd independent asupra corpului.

4.3. Energia potentiala de deformatie

4.3.1 Energia potentiala de deformatie specificd

Energia potentiala de deformatie specifica reprezinta energia de
deformatie inmagazinatda de unitatea de volum. Se determind in continuare
expresia acestei energii.

Dintr-un corp solid, elastic deformabil se izoleaza un element de volum,
cu latura egald cu unitatea (figura 4.2). Cubul este orientat astfel incat doua fete
paralele sa fie normale pe axa barei (muchiile perpendiculare pe aceste fete sunt
paralele cu axa barei). Cubul este supus la tractiune cu tensiunea . Forta finala
care actioneaza n directia solicitarii este F= ¢ 1 1 (produsul dintre tensiunea G si
suprafata pe care actioneaza). Sub actiunea acestor tensiuni normale laturile
cubului paralele cu axa barei se vor alungi. Unitatea de lungime este foarte mica

st alungirea sa este €.
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Pentru o deplasare a fortei pe directia ei cu & aceasta produce un lucru
mecanic egal cu energia potentiala de deformatie acumulatda de elementul
reprezentat in figura 4.2 (datorita faptului ca latura cubului este egald cu unitatea

O si € joaca rolul de fortd , respectiv de alungire).

Figura 4.2

Prin urmare se poate scrie:

0118_68
2 )

Ly =U; = (4.11)

Relatia (4.11) reprezintd expresia energiei de deformatie specifici
acumulata in unitatea de volum pentru tractiunea simpla si este numeric egald cu

aria triunghiului hasurat din figura 4.3.

c

Cp /Ul

Figura 4.3

Similar, pentru forfecare sau torsiune se poate scrie:
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U =—— 4.12
1575 (4.12)
Tinand cont de legea lui Hooke, din relatiile (4.11) si (4.12) rezulta
i
=
213 (4.13)
U
pYe

4.3.2. Energia potentiald de deformatie elementara si totala

Daca se izoleaza din acelasi corp un paralelipiped elementar avand muchia
dx paralela cu axa barei, elementul de volum va fi: dV = dAdx = dxdydz . Cand
pe fetele dA vor actiona tensiuni, energia potentiala de deformatie elementard
(energia potentiala de deformatie Tnmagazinatd de un element de volum dV) se
obtine Tnmultind energia de deformatie specifica cu volumul elementului. Prin
urmare:

dU=U; dV (4.14)

sau particularizand pentru cele doua tensiuni rezulta:

02
du = Edv
) (4.15)
T
dU =—=dV
2G

Prin energie potentiala de deformatie totald se intelege suma energiilor
elementare extinsi la intregul volum al barei. Inlocuind relatiile (4.15), rezulta
formulele pentru determinarea energiei potentiale de deformatie inmagazinata in

volumul V:
U= fidv
~y2E
) (4.16)
T
U= [—dv
v2G
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4.4. Principiul independentei actiunii fortelor si a suprapunerii

efectelor (principiul Boltzmann)

Acest principiu, poate fi aplicat in toate cazurile in care existd o relatie
liniard Intre doud marimi fizice. Problemele la care se poate aplica principiul
suprapunerii efectelor se numesc probleme cu liniaritate fizicd. In cazul
materialelor liniar-elastice relatii liniare exista intre:

- forte si deplasari;
- momente $i rotiri;
- tensiuni si deformatii specifice (legea lui Hooke).

Se considera un corp elastic asupra caruia se aplicd simultan un sistem de n
forte F;...F,, astfel incat fiecare forta sd ajungd de la zero la valoarea maxima in
acelasi timp. Aceleasi forte se aplica apoi pe rand asupra corpului. Starea finala
de tensiuni, deformatii specifice si deplasari va fi aceeasi ca in primul caz de
incarcare si nu depinde de ordinea aplicarii fortelor.

Se incarca apoi corpul cu numai céte o forta din sistemul initial obtindnd n
cazuri de incarcare independente. Starea finala de tensiuni, deformatii specifice si
deplasari dintr-un punct va fi egala cu suma algebrica a tensiunilor, deformatiilor

specifice si respectiv deplasdrilor din cele n cazuri de incarcare (figura 4.4).

(o] c (o]
6=6"+G""
9 Ul’ bR Ul” U ¢U ’+U i
o o 1 1 1
o« |
o € o € o €
g’ e’ gE=¢€+¢"’
Figura 4.4
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Din aceeasi figura se constatd ca energia finald de deformatie nu este egala
cu suma energiilor din cele n cazuri de incarcare (deoarece energia nu este

functie liniarad de tensiuni).

Observatii:

Principiul suprapunerii efectelor se aplica pentru tensiuni §i deformatii
specifice dar nu se aplica pentru energia de deformatie.

Acest principiu aduce mari simplificari ale calculelor in Rezistenta

Materialelor.

4.5. Teorema reciprocitatii lucrului mecanic virtual (teorema Betti)

Se considera un corp elastic incarcat in punctele i, j cu fortele F; si Fj. Se
noteaza cu §;; deplasarea punctului i, pe directia fortei F;, produsa de citre forta
F;, care actioneazd in j. Initial se incarca corpul cu forta F; si apoi cu forta F;
(figura 4.5a), iar apoi se inverseaza ordinea aplicarii fortelor (figura 4.5b). In
figura 4.5 s-a reprezentat cu linie intreruptd suprafata deformatd a corpului
incarcat cu forta Fj si cu linie punct suprafata deformata a corpului incarcat cu
forta F;, Se va studia deformatia corpului aplicind principiul independentei
actiunii fortelor si a suprapunerii efectelor si se va scrie lucrul mecanic al fortelor
exterioare pentru cele doua cazuri de Incdrcare.

In prima varianta de incarcare (figura 4.5a) se inregistreaza deformatiile &;
(in i) si §; (in j) atunci cand se incarca corpul cu forta F;. Cand se incarca apoi
corpul cu forta F; se produc deformatiile &;; (in i) si §;; (in j). Lucrul mecanic al
fortelor exterioare va fi In acest caz:

| 1

Le = Fdji + 5 Fdj; + Fid; (4.17)

Ultimul termen din relatia (4.17) nu se inmulteste cu coeficientul 1/2
deoarece la aplicarea fortei F;, forta F; atinsese deja valoarea maxima si in

consecinta F; a fost constantd pe toata durata deplasarii &;.
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In a doua varianta, aplicind mai intai forta F; (figura 4.5b) se inregistreaza
deformatiile §;; (in i) si §;; (in j). Aplicand apoi forta F;, rezulta deformatiile &; (in

i) si &; (inj).

a) b)
Figura 4.5
In acest caz lucrul mecanic al fortelor exterioare va fi:
T | 1
L, 2F8 +2FJ8JJ+F8 (4.18)

Deoarece valoarea lucrului mecanic al fortelor exterioare nu depinde de
ordinea aplicarii fortelor, se poate scrie L. = L.”’. Prin urmare, egaland relatiile
(4.17) si (4.18) rezultd (dupa reduceri):

Eod;:

i94j =

F;o (4.19)

ji

Relatia (4.19) poate fi scrisa sub urmdtoarea forma si reprezintd expresia
matematica a teoremei reciprocitatii lucrului mecanic virtual:

Lij=Lj (4.20)

Teorema se enunta astfel: daca asupra unui corp elastic se aplica succesiv

doua stari de incarcare, atunci lucrul mecanic virtual efectuat de catre sarcinile

din prima stare cu deplasarile din cea de a doua, este numeric egal cu lucrul

mecanic virtual efectuat de sarcinile din a doua stare de incarcare cu deplasarile

din prima stare.

4.6. Teorema reciprocitatii deplasarilor (teorema lui Maxwell)
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Aceastd teorema poate fi privitd ca un caz particular al teoremei
reciprocitatii lucrului mecanic virtual. Astfel, daca in relatia (4.19) se admite ca
cele doua forte sunt egale (F, = F; = F) se obtine:

55 =8 (4.21)

Relatia (4.21) este expresia matematici a teoremei reciprocitatii
deplasarilor, care se enunta astfel: deplasarea produsa in punctul i al unui corp
elastic, de catre o forta aplicata in punctul j, este egala cu deplasarea produsa in

punctul j de catre aceeasi forta care actioneaza in punctul i, ambele deplasari

fiind pe directia fortei.

4.7. Teoremele lui Castigliano

Se considera un corp elastic Tncarcat cu un sistem de forte concentrate
Fi....F;...F, in echilibru. Se presupune ca fortele actioneaza independent una in
raport cu cealaltd. Sub actiunea acestor forte corpul se deformeaza si

inmagazineaza o energie potentiald de deformatie egala cu:

M=

1
U=- 2Ed; (4.22)
2iq

S-a notat unde &; deplasarea punctului i, pe directia fortei F;, produsa de sistemul
de forte considerat.

Deoarece deplasarile pot fi exprimate functie de forte (vezi relatia 4.5),
rezultd ca energia potentiala de deformatie este functie de fortele care solicitd
corpul: U=f(F..F..F,).

Se presupune ca dupa Incarcarea corpului cu sistemul de sarcini, se da
uneia dintre forte, de exemplu fortei Fj, o crestere infinit mica dF; (figura 4.6a).
Ca urmare a acestui fapt, energia potentiala de deformatie va creste cu o cantitate

infinit micd dU si energia inmagazinata de catre corpul elastic devine:

ou
U'=U+dU=U+—dF, (4.23)
OF,
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Figura 4.6

Se inverseaza apoi ordinea aplicdrii fortelor, aplicand mai intai forta dF;.
Punctul de aplicatie i a fortei suferd o deplasare foarte mica d§; pe directia fortei

dF; si corpul inmagazineaza o energie de deformatie elementara:

1
- dRd3; (4.24)

Apoi, se aplicd sistemul de sarcini Fy....F;...F,. Acesta va deforma corpul
care va inmagazina o energie potentiala de deformatie U data de relatia (4.22). in
plus forta dF; (care era la intensitatea maxima cand s-a aplicat sistemul de
sarcini) ramane constantd si se deplaseaza cu & (figura 4.6b). Energia

inmagazinata de catre corp, in acest caz, va fi:
1
U'= U+EdFid8i +dFiSi (4.25)

Dar valoarea energiei potentiale de deformatie nu depinde de ordinea

aplicérii fortelor, deci U’ = U”’. Egaland relatiile (4.23) i (4.25) rezulta:

ouU 1
U+£dFi = U+5dFid5i +dFiSi (4.26)
1

Dupd efectuarea reducerilor si neglijarea infinitului mic de ordinul al doilea

rezulta:
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au =9; (4.27)

Relatia (4.27) reprezintd expresia primei teoreme a lui Castigliano, care
se enuntd astfel: derivata partiala a energiei potentiale de deformatie
inmagazinata de catre un corp elastic, in raport cu o forta concentrata este
numeric egala cu deplasarea punctului de aplicatie al fortei, in sensul si pe
directia fortei.

Daca se considerd corpul elastic incdrcat cu un sistem de momente
concentrate, se poate demonstra, Tn mod similar, urmatoarea relatie, care

reprezintd a doua teorema a lui Castigliano:

ou
— = 0. 4.28
YL (4.28)

Enuntul teoremei este: derivata partiala a energiei de deformatie, in
raport cu un moment concentrat, este numeric egala cu rotirea punctului de

aplicatie al momentului in sensul de rotire al acestuia.

Observatii:

Deplasarea 6; datd de relatia (4.27) are loc in sensul fortei F;daca rezultd
pozitiva si in sens contrar fortei daca rezulta negativa.

Rotirea @; data de relatia (4.28) are loc in sensul momentului M; daca este

pozitiva si in sens contrar dacd este negativd.

4.8. Teorema energiei potentiale minime (Menabrea)

Teoremele lui Castigliano pot fi aplicate la calculul sistemelor static
nedeterminate. Fie un corp elastic de n ori static nedeterminat, incarcat cu un

sistem oarecare de sarcini (figura 4.7a).
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Figura 4.7

Se Indeparteaza n legaturi, astfel incat sistemul sd devina static determinat.
Reazemele inldturate se inlocuiesc cu reactiunile Xy...X,, (figura 4.7b).

Se aplicd prima teorema a lui Castigliano pentru fiecare reactiune,
considerand reazemele perfect rigide (deplasarile din reazeme nule) si rezulta:

oU ouU oU

=0y =0y.o— =0 4.29
oxX,  UeX; | UeX, (4-29)

Aceste ecuatii, impreuna cu cele de echilibru, formeaza un sistem ale carui
solutii sunt reactiunile.

Considerand 1nsa ca U = f(Xy,...,X}), relatiile (4.29) reprezinta derivatele
partiale ale lucrului mecanic §i exprima conditia ca functia sd aiba un punct de
extrem (maxim sau minim). Deoarece U este intotdeauna pozitiva, derivatele de
ordinul doi sunt pozitive, deci extremul este un minim.

Prin urmare teorema lui Menabrea poate fi enuntata astfel: intr-un sistem
static nedeterminat, necunoscutele static nedeterminate iau asemenea valori

incat energia potentiala de deformatie a sistemului sa fie minima.

Observatii:

Rationamentul precedent poate fi aplicat §i in cazul sistemelor static
nedeterminate interior. Necunoscutele in acest caz vor fi momente

incovoietoare, forte taietoare, forte axiale si momente de rasucire.
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Se ajunge la concluzia ca marimile sectionale static nedeterminate interior au
astfel de valori incat lucrul mecanic de deformatie al intregului corp elastic
sd fie minim.

Esential in aplicarea acestei teoreme este ca:

- inainte de aplicare sa se elimine un numar de legaturi egal cu gradul de

nedeterminare (adica teorema se aplica doar pe sisteme static determinate);

- necunoscutele in raport cu care se aplica teorema trebuie sa fie static

nederminate (necunoscute care nu pot fi determinate din ecuatiile staticii).

In practica se utilizeaza consecinta acestei teoreme: derivata partiala a
energiei de deformatie a unui sistem static nedeterminat, in raport cu o

necunoscuta static nedeterminata, este nula.

49 Metoda Maxwell-Mohr pentru determinarea derivatelor

eforturilor

Metoda Maxwell-Mohr simplificd calculul derivatelor partiale ale

eforturilor dintr-o sectiunea curenta a corpului in raport cu o forta concentrata sau

un moment concentrat.

Se considerd, spre exemplu expresia momentului incovoietor dintr-o

sectiune curentd a unei grinzi, solicitatd de un sistem de sarcini concentrate, sub

urmatoarea forma:

M, (x)=Mj +...+M; +. M, +Eb; +..+Fbj+..+Fyby,  (4.30)

unde:

M,...M, - momentele concentrate care solicita grinda;

F,...F, - fortele concentrate care sunt aplicate pe grinda;

b;...by,, - bratele fortelor.

Se deriveaza functia M,(x) in raport cu F; si M. Se obtine:
oM, (x) b oM, (x) B

OF; o oMm;

(4.31)
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Aceleasi relatii se obtin dacad se egaleazd cu unitatea sarcina in raport cu
care se face derivarea si se anuleaza toate celelalte sarcini. Astfel, daca se
considera succesiv cd M; = 1, respectiv F; =1 si toate celelalte momente si forte

concentrate se fac zero se obtine:

oM, (x)
M,x)=1= Y m(x) (4.32)
respectiv:
M, (0= = M2 (4.33)

J

In cele ce urmeaza se vor folosi urmitoarele notatii:

M, (x) - momentul Tncovoietor in sectiunea X, pentru incarcarea corpului
cu sarcinile reale;

m(x) - momentul Incovoietor fictiv, determinat n aceeasi sectiune X, cu
toate sarcinile nule, cu exceptia celei 1n raport cu care se face derivarea, care este
egala cu unitatea.

Determinat 1n aceste conditii, momentul fictiv m(x) este egal cu derivata
partiald, deci:
oM, (x) oM, (x)
— sau mx)=—7—

oM; OF,

m(x) = (4.34)

Observatie:
Rationamentul anterior este valabil si in cazul in care pe grinda sunt aplicate

si sarcini distribuite.

Metoda Mohr-Maxwell poate fi aplicata similar si pentru celelalte eforturi

(forte axiale, forte taietoare si momente de rasucire). Se vor folosi notatiile:

0Ty (x) oM (x)
M=

aN(X)_ t(x) =

n(x) = o oF, ;

(4.35)
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unde n(x), t(x), m(x), m; (x) se numesc coeficienti de influenta si reprezintad
eforturile sectionale intr-o sectiune curentd cauzate de o sarcind egala cu unitatea,
avand acelasi punct de aplicatie si aceeasi directie ca si sarcina in raport cu care
se face derivarea. Sarcina unitard se aplicd singurd pe corp intr-o a doua stare de
solicitare 1n care toate celelalte sarcini se anuleaza. Practic relatiile (4.32), (4.33),
(4.35) arata ca derivatele partiale reprezintd eforturile sectionale cauzate de o
sarcind egald cu unitatea, aplicatd singurd pe corp in locul sarcinii in raport cu

care se face derivarea.
4.10 Metoda Mohr-Veresceaghin

Dupd cum se va vedea ulterior, aplicarea teoremelor lui Castigliano sau

Menabrea, pentru calculul barelor drepte, va conduce la rezolvarea unor integrale
de tipul: fMZ(X)In(X)dX; fN (x)n(x)dx, etc. Calculul integralelor se poate face

analitic dar, In unele situatii, calculul poate fi simplificat prin aplicarea metodei
de integrare grafo-analitica Mohr-Veresceaghin, denumitd si metoda de
inmultire a diagramelor. Metoda este aplicabila tuturor integralelor, care contin
un produs de doua functii continue, dintre care una este o functie liniara.
Deoarece toate integralele sunt identice ca structurd, se va face in

continuare referire la integrala jMZ(X)IIl(X)dX. In general M,(x) este o functie

oarecare. Functia m(x) este momentul incovoietor dat de cdtre un moment
concentrat sau o fortd concentrata unitard si in consecintd poate fi constantd sau
poate avea cel mult o variatie liniara.

Se reprezinta in figura 4.8 diagramele de variatie a momentelor
incovoietoare, atat pentru incarcarea data, M, cat si pentru sarcina —unitate, m.
Prima diagrama de momente este delimitatd de o curba oarecare, iar a doua de o
linie dreapta.

Ne propunem sa calculam integrala:
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1
I= ?Mz(x)m(x)dx (4.36)
Iy

In figura (4.8) din prima diagrama rezulta:

M, (x)dx = dA (4.37)
I,
M [~
e N
> G
o X
M,
m X (x) dx
XG
X
o
L T m(xo)
Figura 4.8
iar din diagrama m rezulta:
mx)=x tga (4.38)

Inlocuind (4.37) si (4.38), relatia (4.36) devine:
I=tga [xdA=tga S, (4.39)
A

unde: Sy - momentul static al suprafetei diagramei M, fatd de axa ordonatelor.
Acest moment static poate fi scris:

Sy =xGA (4.40)

unde: A — aria diagramei M, ;
Xg - abscisa centrului de greutate al diagramei M,.
Inlocuind (4.40) in relatia (4.39) rezulta:
I=xg tga A 4.41)

Din figura 4.8 se poate scrie:
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Xxgtga = m(xG ) (4.42)
Inlocuind (4.42) in (4.41) si tinand cont de relatia (4.36) se obtine:
|
I= ?MZ (x)m(x)dx = Am (XG) (4.43)
L
Pe aceasta relatie se bazeaza metoda Mohr-Veresceaghin. Relatia (4.43) arata
cd integrala definitd din produsul functiilor M,(x)-m(x) este numeric egald cu
produsul dintre suprafata diagramei M,(x), luata intre limitele de integrare, §i
valoarea functiei m(x), calculata in dreptul centrului de greutate al primei

diagrame.

Observatii:

In cazul in care si diagrama M,(x) este liniard rolul celor doud diagrame
poate fi inversat.

Metoda de integrare grafo-analitica Mohr-Veresceaghin se aplica pentru
fiecare portiune a sistemului de bare, atdt pentru solicitarea de incovoiere cdt §i

pentru celelalte solicitari.
4.11. Metoda eforturilor

Fie un corp elastic de n ori static nedeterminat, Tncarcat cu un sistem
oarecare de sarcini (figura 4.7a). Se inlocuiesc n reazeme cu reactiunile care apar
in ele X;...X,, astfel Incat sistemul sd devina static determinat. Sistemul astfel
obtinut (figura 4.7b) se numeste sistem de baza.

Mai intdi se studiaza sistemul de bazd Tncdrcat numai cu sarcinile
exterioare, necunoscutele static nedeterminate fiind nule (X; =...= X, = 0).
Pentru aceastd variantd de incércare se noteazd cu &, deplasarea punctului de
aplicare a fortei X;, pe directia acesteia, cui=1...n.

Se studiaza apoi sistemul de bazad fara sistemul de sarcini exterior, dar

incarcat pe rand numai cu céte una din necunoscutele static nedeterminate, care
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devine egald cu unitatea. In acest caz se noteazi cu &yj...0;...0n deplasarile
punctelor de aplicatie ale necunoscutelor static nedeterminate, pe directia
acestora pentru X; = 1. Ca urmare a proportionalitatii dintre sarcini si deformatii,
rezultd cd deplasarile produse de catre sarcina reald X; # 1, care actioneaza
singurd asupra sistemului de baza, vor fi: 8;; X, .., 8iiXi, 8jiXise+ s OniXi.

Intr-un punct j deplasarile produse de citre cele m necunoscutele static
nedeterminate vor fi: 8;Xj...0;,X, Deplasarile punctului j, pe directia
necunoscutei Xj, atunci cind necunoscuta consideratd egald cu unitatea este
aplicata succesiv in punctele 1...n, vor fi: &;1...jn.

Aplicand principiul suprapunerii efectelor, se determina deplasarea
punctului j sub actiunea simultand a tuturor necunoscutelor static nedeterminate
Xi... X,
=0;X1+0pXp +. + 0 X (4.44)

Dar punctul j se afld la contactul cu un reazem rigid si prin urmare
deplasarea sa totald (suma algebrica a tuturor deplasarilor din acest punct) trebuie
sa fie nula, deci:

60X +3pXg +. 40Xy +3j0=0 (4.45)
Relatii similare se pot scrie pentru toate celelalte reazeme. Se obtine astfel
urmatorul sistem:
011X +012Xy +.e. + 0 X, +019 =0
(4.46)
01 X1 +062X0 +.ea 40y X, +06,0=0

Sistemul obtinut este format dintr-un numar de ecuatii egal cu numarul
necunoscutelor static nedeterminate §i reprezintd sistemul de ecuatii canonice
folosit de metoda eforturilor. El poate fi scris astfel indiferent de forma corpului
sau a sistemului de corpuri si prin rezolvarea lui se determind valorile
necunoscutelor static nedeterminate X;...X,,.

Calculul necesita determinarea prealabild a coeficientilor de influentd &;

(care reprezintd deplasari fictive) si a termenilor liberi. Pentru aceasta se
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foloseste metoda Mohr-Maxwell sau in cazul sistemelor formate din bare drepte
metoda Mohr-Veresceaghin.

Coeficientii de influenta J;;, pentru care i=j se numesc principali si acestia
sunt Intotdeauna pozitivi. Cei pentru care i#j poartd denumirea de secundari si
pot fi pozitivi, negativi sau egali cu zero. Ca o consecintd a teoremei

reciprocitatii deplasarilor, in sistemul (4.46), se poate scrie: 8;; = 6 ;.

Pentru un corp incarcat cu sarcini §i supus la dilatari termice impiedicate
(acestea produc tensiuni in corp) sistemul (4.46) devine:
011X +012X9 +.cee4 0y Xy #8109 +061¢ =0
(4.47)
01X +072Xp +eeec 40y Xy +0,0 +0, =0
unde: J;,...0, - deplasarile fictive produse de catre temperatura in punctele 1...n
ale sistemului de baza, pe directia necunoscutelor X;...X,.
In cazul sistemelor plane, la care se neglijeazd influenta fortei taietoare,
coeficientii si termenii liberi ai sistemului (4.47) pot fi determinati cu urmatoarele

relatii:

l’l’lil’l’lj

ninj
8 =2 j dx; + f dx;
Uy B, TP BA
Mom' Non'
Sip=2 Lax; + Ldx, 448
10 ; 15 EIZ Xl 15 EA Xl ( )

Sit = Z fniaiAtidxi
il

unde: My, Ny - momentul Tncovoietor si forta axiala produse in sistemul de baza
de catre sarcinile exterioare;
m;, n; - momentul Tncovoietor si forta axiala atunci cand sistemul de baza

este incarcat numai cu X; = 1.

116



CAPITOLUL 5

SOLICITARI AXIALE

5.1. Consideratii generale

Un corp este solicitat la tractiune simpld (uniaxiald) sau la compresiune
atunci cand este solicitat doar cu doua forte axiale (avand directia axei barei),
exterioare, opuse si egale. Aceastd categorie de solicitare cuprinde toate piesele
“lungi”, din categoria barelor si cablurilor, utilizate Tn conditii similare cu cele
realizate in epruvetele destinate solicitarilor axiale (vezi Capitolul 3). Exemple de
piese supuse 1n special la solicitari axiale sunt: cabluri, biele, suruburi, bare ale
grinzilor cu zibrele, palete de turbina, stlpi, etc. In cazul in care suportul fortelor
exterioare nu coincide cu axa barei, dar este paralel cu ea, bara va fi supusa, 1n
afara solicitarii de Intindere sau compresiune si la incovoiere. Aceastd situatie
constituie solicitarea axiald excentricd care va fi studiatd n cadrul solicitarilor
compuse. In ceea ce priveste solicitarea de compresiune a barelor de lungime

mare, trebuie facutd precizarea cd este posibil sa apara fenomenul de flambaj

.....
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vreo stare limitd), fenomen care va fi neglijat Tn acest capitol si care va fi studiat
intr-un alt capitol. Regula care trebuie retinutd este aceea ca nu se calculeaza la
compresiune barele a cdror lungime intrece de cinci ori dimensiunea cea mai

mica a sectiunii transversale.
5.2. Tensiuni si deformatii

Pentru stabilirea legii de variatie a deformatiilor si a tensiunilor pe sectiunea
transversala a barei se porneste de la determindri experimentale. Pentru aceasta se
considerd o bara dreaptd de lungime 1, confectionata dintr-un material omogen si
izotrop. Sectiunea transversald este constanti in lungul barei si are aria A. Inainte
de incercare, pe suprafata barei se traseaza o retea de linii paralele si
perpendiculare pe axa, la distante egale (figura 5.1a).

Ca urmare a solicitarii cu forta axiald F, bara se deformeaza astfel ca pe
directia fortei distantele intre linii se maresc, iar pe directie normald se
micsoreaza (figura 5.1b). Liniile perpendiculare pe axa se deplaseaza paralel cu
pozitiile initiale, ceea ce denota ca alungirile si corespunzator lor alungirile
specifice sunt constante pe contur. Unghiurile drepte nu se modificd dupa
deformarea piesei. Experimentul indicad faptul ca, in urma acestei solicitari apar

numai tensiuni normale si se verifica ipoteza lui Bernoulli.

o EE—— E—

lo 1

!

Ado

@d
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Figura 5.1

Calculul tensiunilor

Pentru o bard confectionatd dintr-un material liniar-elastic, supusd la
solicitari axiale, relatia dintre tensiuni si deformatiile specifice este data de legea
lui Hooke (relatia 3.12). Deoarece alungirile specifice sunt constante, iar
tensiunile sunt proportionale cu deformatiile specifice (conform legii amintite)
rezulti cd G, = constant pe sectiunea transversali. In acest caz ecuatia de

echivalenta (2.16) devine:

N=oy jdA
A

(5.15)
de unde rezulta:

N=0c,A (5.2)
sau

N
Gy = X (5.3)

unde: G, — tensiunea normald intr-o sectiune curenta a barei;
N - forta axiald in sectiunea respectivd, care se determind din diagrama de
eforturi;

A — aria sectiunii transversale a barei.

Relatia (5.3) poate fi folositd, fara a comite erori mari, la calculul barelor de
sectiune variabild (conice, tronconice, in forma de pana, etc.) supuse la intindere
sau compresiune daca unghiul la varf 2a (vezi figura 5.2) nu depaseste 15°.

Forta axiald poate fi constantd sau variabila in lungul barei. Dacad forta
axiala este variabild in lungul axei barei, atunci este necesar, pentru studiul
solicitarii barei, sa se reprezinte diagrama fortelor axiale. Modul de construire a
diagramei este descris Intr-o aplicatie care va fi prezentatd ulterior In acest
capitol. Intr-o sectiune curenti a barei forta axiald N este egald cu suma algebrica

a proiectiilor pe axa Ox (axa barei) a tuturor fortelor exterioare situate la stinga
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sau la dreapta sectiunii considerate. Forta axiala este considerata pozitiva atunci
cand produce o solicitare de intindere 1n sectiunea consideratd (daca pleaca din
sectiune) si negativa atunci cand produce o solicitare de compresiune (daca intra
in sectiune). Similar tensiunile, alungirile specifice si deplasarile vor fi

considerate pozitive pentru tractiune $i negative pentru compresiune.

Dimensionare §i verificare

Calculul de dimensionare se face la proiectarea pieselor si permite
stabilirea dimensiunilor sectiunii transversale a piesel solicitate axial.
Dimensionarea prin metoda tensiunilor admisibile presupune ca tensiunile
maxime din piesa (luate Tn modul) nu vor depasi pe cele admisibile conform
relatiei:

Ox,max <O0a (5.4)

Tinand cont si de relatia (5.3) formula de dimensionare este:
Apec = N 55
nec = o, (5.5)
Calculul de verificare se face pentru piese la care se cunosc dimensiunile
sectiunii transversale. De obicei, acest calcul consta in verificarea inegalitatii din
relatia (5.4). Daca inegalitatea se verifica, piesa rezista la sarcinile propuse.
O alta varianta a acestui calcul presupune determinarea sarcinii maxime pe
care o poate suporta piesa, numita sarcind capabild. Calculul se face cu o relatie

de forma:

Neap = Ao, (5.6)

Calculul deformatiilor si deplasarilor
In cazul barelor sau portiunilor de bard de sectiune constanti, supuse la
eforturi axiale constante (tensiuni constante), alungirea specifica poate fi

determinata cu relatia:

£y = (5.7)
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deci: Al=¢1.

Tinand cont de relatiile (3.12) si (5.3) rezulta:

Al=—— (5.8)

Se observa cd deformatia este cu atdt mai micd cu cat produsul dintre
modulul de elasticitate E al materialului §i aria sectiunii transversale A este mai
mic. Ca urmare acest produs se numeste modul de rigiditate la intindere-
compresiune a sectiunii transversale.

In cazul in care tensiunilor variazi pe lungimea barei se izoleazi un element
de bara de lungime dx (figura 5.2), pe aceastd distantd tensiunile putand fi
considerate aproximativ constante. In consecinta se pot aplica relatiile (5.7), (5.8)
si se obtine:

Ndx
EA
|

A(dx) = g4 dx = (5.9)

d, ﬂ N ‘Z’dz

Figura 5.2

Alungirea totald a barei se obtine integrand expresia (5.9) pe lungimea 1 a barei:

N(x) q

EAG) X (5.10)

Al= ey, (0dx = [}

In relatia (5.10) forta axiald si aria pot fi functii de x.

Observatii:
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In relatia (5.7) & are semnul lui o, (pozitiv pentru tractiune si negativ la
compresiune).

Relatiile (5.8) si (5.10) pot fi folosite pentru calculul deplasarii relative, adica

deplasarea unei sectiuni a barei fata de alta sectiune, respectiv a deplasarii

unui punct de pe axa barei.

In cazul barelor cu mai multe regiuni deplasarile absolute ale sectiunilor
acestor bare (fatd de un reper fix) se calculeaza prin insumarea algebrica a
deplasarilor portiunilor de bard (pe fiecare regiune, deplasdrile au semnul

tensiunilor).

5.3. Energia potentiala de deformatie

Tindnd cont de expresia energiei specifice de deformatie pentru cazul
solicitarilor axiale centrice data de relatia (4.13), pentru o portiune de lungime 1 a

barei se poate scrie:

2
c

U=|U;dV=}——=dV 5.11
huiav=F— (5.11)

Tinind cont de relatia (5.3) se obtine:

2

N“(x)
U=\ —"7-d 5.12
ngooE ) 612

Daca pentru portiunea studiatd forta axiald si aria sunt constante (nu

depind de x), expresia energiei din relatia (5.12) devine:

U= N—21 (5.13)
" 2AE '
Daca bara are mai multe regiuni, energia totald acumulatd va fi suma

algebrica a energiilor corespunzatoare de pe cele n regiuni:

M

U= 2U; (5.14)

1

i
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Aplicatie

Se considerd bara de otel solicitatd ca In figura 5.3a. S& se traseze
diagramele de efort (forta axiald N), de tensiune & si deplasare §. Sa se
dimensioneze bara, stiind ca: F = 130 KN, 1 = 500 mm, 6, = 150 MPa, E =
2,1-10° MPa.

Rezolvarea problemei cuprinde mai multe etape, prezentate in continuare:

1.Trasarea diagramelor de efort

1.1.Trasarea diagramei de forta axiala

1.1.1. Figurarea si calculul reactiunilor

Deoarece bara este solicitatd numai cu forte axiale, in incastrare apare doar
reactiunea V (sensul lui V a fost ales arbitrar). Scriind proiectia fortelor pe
verticala si admitand sensul fortei 2F pozitiv (sensul pozitiv este ales arbitrar) se
obtine urmatoarea ecuatie din care se calculeaza reactiunea:

2X; =0>2F-4F-V=0>V =-2F

Semnul (-) ne arata ca, de fapt, sensul lui V este opus celui din figura 5.3a.

1.1.2. Tmpirtirea barei in regiuni si sectionarea barei

Din punctul de vedere al incarcarilor, bara prezintd numai doua regiuni.
Prin fiecare regiune se face cite o sectiune (x; si X,). Prin metoda sectiunilor se
pun in evidentd eforturile si tensiunile. Balustrarea marcheaza originea sectiunii
aleasd pentru sectiunea respectiva.

In fiecare din cele doui sectiuni se scrie expresia fortei axiale tinand cont de

definitia acesteia i de conventia de semne precizate anterior.
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Figura 5.3

Astfel, In prima sectiune cu x; € [0, 1] se izoleaza portiunea de lungime x;
Se scrie expresia fortei axiale, ludnd 1n consideratie fortele din partea de jos a
sectiunii si se obtine:

N(xy)=2F

Forta 2F a fost considerata pozitivd deoarece portiunea de bara din figura
5.3a este supusa la tractiune (2F pleaca din sectiune).

Din regiunea a doua se izoleazd portiunea de bard de lungime 1+x, si se
procedeaza ca mai sus. Pentru x, € [0, 5-1], ludnd 1n consideratie fortele din
partea de jos a sectiunii se obtine:

N(x,)=2F-4F=-2F
Evident ca acelasi lucru s-ar fi obtinut daca se luau in consideratie fortele
din partea sus a sectiunii (reactiunea V cu semnul plus). Forta 4F a fost
consideratd negativa deoarece comprima portiunea de bard considerata (intra in

sectiune). Reprezentarea grafica a functiilor N(x;) si N(x,) da diagrama de efort
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N din figura 5.3b. Portiunea dintre grafic si axa Ox se hasureazad perpendicular pe
axa.

Se observa cd in diagrama N apar salturi care sunt produse de catre fortele
concentrate care actioneazd pe bard. Ca reguld generald, care permite si o
verificare a diagramei N, In dreptul fiecarei forte concentrate de pe bara, in

diagrama N se produce un salt egal Tn modul cu valoarea fortei respective.

1.2. Trasarea diagramei de tensiuni o
Din punctul de vedere al tensiunilor si deformatiilor bara prezinta trei
regiuni, deoarece aceste marimi depind si de valoarea efectiva a ariei sectiunii

transversale. Pentru calculul tensiunilor normale se utilizeaza relatia (5.3). Se

2
: S~ : : . nd
noteaza cu A aria sectiunii transversale a barei pe prima regiune: A = 4 Pe a

n(2d)?
4

Pe cele trei regiuni de pe bara tensiunile vor fi:

treia regiune aria este: =4A.

- pentrux; € [0, 1]:

N(xy) 2F
oX)="T T E
- pentru x, € [0, 31]:
N(x,) 2F
oX)=TT A

- pentru x3 € [3l, 51]:

Reprezentarea grafica a celor trei functii ne da diagrama o, din figura 5.3c.
1.3. Trasarea diagramei 6

Pe portiuni de bara, deplasarile 8 se calculeaza cu relatiile (5.8) sau (5.10).

Asa cum s-a precizat anterior aceste relatii dau deplasarea absolutd (cind un
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capit este fix) sau deplasarea relativi a capetelor unei portiuni de bari. In
diagrama O se trec deplasarile absolute raportate la un sistem fix. Pentru o
portiune de bari deplasirile sunt functii liniare de x. In problema studiata
deplasarile absolute se raporteazd la incastrare. Se vor calcula deplasarile
absolute numai 1n sectiunile 2, 3 si 4 (in incastrare deplasarea este nuld) si apoi
aceste valori vor fi unite prin segmente de dreapta. Se obtine diagrama 9.
Se noteaza cu:
- 0,_; deplasarea relativa a sectiunii i fata de j;

- 0, deplasarea absoluta a sectiunii i (fatd de reperul fix din incastrare).

Se obtine:
8, =0
-2F21 -H
%1202 = xE T AE
-2F31 -6F]
9325 AF T AE
s o _FL
4-3 — AE

Deplasarile absolute vor fi:

Fl
63_1 = 63 = 62 +63_2 = —7E

Fl
64_1 = 64 = 63 +64_3 = —6E

Diagrama 0 este prezentatd in figura 5.3d. In aceasta diagrama nu pot exista
salturi, deoarece un salt ar avea ca semnificatie fizica ruperea barei in sectiunea

respectiva.

2. Calculul de rezistenta: dimensionarea barei

Diametrul barei se determind din relatia de dimensionare (5.4). Se alege din
. o S 2F . A
diagrama G valoarea maxima a tensiunii normale: 6y .« = N Particularizand

inecuatia (5.4) rezulta:
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2F

A S
Tinand cont de expresia ariei relatia devine:
5 4F <
—— <o,
nd?
Din ultima inecuatie rezulta:
8F
dz | —
o,

Se Tnlocuiesc valorile numerice si se efectueaza calculul. Se obtine:

01>1/—8 130_10°, d > 46,99
“\"x 150 ° = 4b77mm

Valoarea diametrului se rotunjeste, de obicei prin adaos. Valorile adoptate
pentru dimensiuni trebuie sa fie alese dintre cele recomandate de catre standarde
sau, 1n lipsa acestora, din sirul dimensiunilor normale. Deoarece valoarea
calculata a diametrului este cuprinsa intre dimensiunile standardizate de 45 si 50

mm, se adoptd d = 50 mm.

Observatii:

Din figura 5.8c se observa ca in ultima regiune tensiunea este mult mai
mica decdt valoarea admisibila ceea ce inseamnd un consum excesiv de material.

La materiale fragile se va face o dimensionare pentru regiunile comprimate

(cu o) si alta pentru zonele tractionate (cu o).

5.4. Bare de lungime mare in camp gravitational

In calculele precedente nu s-a tinut cont de greutatea proprie a barelor
solicitate la intindere sau la compresiune, considerand cd lungimea lor este mica
si 1n acest caz sarcina provenitd din greutatea proprie poate fi neglijata fata de

sarcinile exterioare. Insa, pentru barele de lungime mare greutatea proprie nu mai
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poate fi neglijatd in raport cu fortele concentrate. Pentru o barda de sectiune
constantd, confectionatd dintr-un material omogen, forta axiald produsa de catre
campul gravitational va fi uniform distribuitd. Ea reprezintd greutatea unitatii de
lungime si pate fi calculata Tmpartind greutatea barei la lungimea acesteia.

Se considera bara de lungime 1, avind sectiunea constanta, confectionata
dintr-un material omogen si izotrop cu greutatea specifica y (figura 5.4). Bara
este solicitata la intindere de forta F si de greutatea proprie. Intensitatea fortei

distribuite este chiar greutatea unitdtii de lungime: q = T

Intr-o sectiune situata la distanta x de capatul liber, forta axiala este egali cu:

N(x) =F+vyAx (5.15)
unde: F — forta axiala aplicata;
y — greutatea specifica;
A-aria sectiunii transversale;

x- lungimea elementului considerat.

F+yAl (F/A)+y
Y —

=0 O i

\|/dX
X
Fd=cn F F/A /g
( F+5 I
EA
a) b) ©) d)
Figura 5.4
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Functia N(x) are o variatie liniard de variabila x. Pe capatul liber forta
axiala are valoarea minima egald cu F, iar 1n incastrare forta axiald este egala
tocmai cu reactiunea V (figura 5.4b):

Nax = N() =F+yAl=F+G (5.16)

Functia de variatie a tensiunii normale 6(x) este data de relatia:

F+yAx F
GX(X)=T=X+YX (5.17)
Diagrama de variatie a tensiunii este reprezentata in figura 5.4c. Valoarea

maxima a tensiunii se obtine 1n incastrare pentru x = I:
F 1 (5.18)
Omax = « + :
max = Y

Sectiunea din dreptul Incastrarii, unde se produce tensiunea maxima poartd
numele de sectiune periculoasa.
Dimensionarea se face impunand conditia ca tensiunea maximd sa nu o

depaseasca pe cea admisibila:

F
X+yl$0a (5.19)
Din inegalitatea de mai sus rezulta:
2 d (5.20)
nec = G, -7l .

Deplasarea absoluta a sectiunii x fatd de incastrare este egald cu alungirea
barei din partea de sus a sectiunii, de lungime 1-x si se determinatd cu relatia
(5.10). Se obtine:

N(x)
EA

5(x) = ! <m=%ﬂqm@ (5.21)

Inlocuind tensiunea normald cu relatia (5.17) si efectuand succesiv calculele

rezulta:
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I F
300 =5 ( ¢ fdx+yfxdx )
b YA(2 2
3(0) =g Fl-x)+= 12-x2) ) (5.22)

1-x YA
5(X)=E[ F+7(1+X) ]

Parabola de variatie a deplasarii este reprezentatda in figura 5.4d.

Deplasarea maxima se obtine pentru x = 0, adicd la capatul liber al barei si este:

1 YAl
O max :a( F+7 ) (5.23)
sau
G
( F+E )
Omax = T EA (5.24)

In figura 5.5 sunt prezentate cele trei diagrame pentru cazul particular cand

bara este solicitatd numai de catre greutatea proprie (F = 0).

O ORNO

dx

\/

i

>
N
=

a) b) c) d)

Figura 5.5

In acest caz tensiunea maxima este:
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Omax = V1 (5.25)
Aceasta tensiune nu depinde de sectiunea barei si in consecintd nu se poate
face un calcul de dimensionare. Din relatia (5.4) rezulta:
vI<o, (5.26)
Din ultima inegalitate se poate stabili lungimea maxima a barei:
1<°8 (5.27)
Y
Lungimea pentru care se atinge G, in bard se numeste lungime admisibila si
se determina cu relatia:

Ga
l, =— (5.28)
Y

Daca in relatia (5.28) se Tnlocuieste tensiunea admisibild cu cea de rupere se
obtine lungimea de rupere a barei sub greutatea proprie:

(¢}

1, =— (5.29)
Y
Alungirea totald a barei se obtine prin particularizarea relatiei (5.23):
7>
O max = 5B (5.30)

Din relatia (5.29) se observa cd lungimea de rupere este independenta de
mdrimea sectiunii transversale, fiind functie numai de caracteristicile
materialului.

Cu alte cuvinte, ruperea sub greutatea proprie a unui material se produce
intotdeauna la aceiasi lungime, indiferent de marimea sectiunii transversale a
barei. Lungimea de rupere sub greutatea proprie reprezintd o importanta
caracteristicd de material. Comparand lungimile de rupere sub greutatea proprie a
doua materiale, se poate trage concluzia ca din materialul cu 1, mai mare pot fi
confectionate structuri mai usoare, avand aceiasi capacitate portanta. Pentru
constructiile aero-spatiale se vor folosi materiale care au lungimea de rupere cét

mai mare.
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5.5. Bare de sectiune variabila (bara de egala rezistenta)

Dupa cum se observa in figura 5.4 la bara verticala de sectiune constanta,
aflata in camp gravitational, tensiunea maxima se afla in incastrare, iar diferenta
de solicitare intre sectiunile transversale este extrem de mare. In consecinta,
materialul nu este rational utilizat. Pentru a elimina acest incovenient ar trebui ca
forma barei sd fie de asa maniera incat tensiunea normald sa fie constantd pe
toatd lungimea barei si egald cu tensiunea admisibild. Un astfel de corp se
numeste solid (bard) de egala rezistentd la intindere sau compresiune (figura
5.6a). Aceastd bard este economica, are volumul minim si face parte din
categoria corpurilor cu forma rationala. In figura 5.6b diagrama o este impusi.
In cele ce urmeaza se determina legea dupi care variaza sectiunea barei de egala
rezistenta. Dintr-un corp a carei lege de variatie a sectiunii transversale de-a

lungul barei nu este cunoscutd (figura 5.6a) se izoleazd un volum elementar.
Pentru acest volum (figura 5.6b) se scrie ecuatia de echilibru a fortelor:

6,(A(x)+dA)-0,A(x)-dG =0

@& O

F+G

(5.31)

unde: dG = ydV = yA(x)dx .

+dA

e l A(x)
/ \I/dx\ /

Y
| %&é&%
q AR

Ao

()
Il

a) b) ¢) d) e)
Figura 5.6
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Se introduce dG 1in relatia (5.31) si se efectueazd calculele. Rezulta

urmatoarea ecuatie diferentiala cu variabile separabile:

Prin integrare se obtine:
Y
InA(x)=—x+C
Ca
Constanta de integrare C se obtine din conditia:
F
pentru x=0, A0)=Ap=—
Ca
Inlocuind aceasti conditie in relatia (5.33) rezulta:
In AO =C
Tinind cont de expresia constantei relatia (5.33) devine:

Ax) v

1 =—
n Aq . X
de unde rezulta:
v
X
A(x)=Ape°a

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

Relatia (5.37) aratd cd sectiunea transversala a barei de egald rezistenta

variaza dupa o lege exponentiala.

Deoarece dintre toate barele de lungime 1 incédrcate cu forta F si greutate

proprie, bara de egala rezistentd are volumul minim, construirea acesteia implica

un consum minim de material. Volumul barei se determina cu relatia:

V= fav = [ A(x)dx
v

Se Tnlocuieste A(x) din relatia (5.37) si se efectueaza calculele. Se obtine:

V=GTaA0( Ja )=GTa(A-AO)

unde: A - sectiunea maxima din incastrare.

Greutatea barei va fi:
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G=yV (5.40)
cu V dat de relatia (5.39).

Deplasarea absoluta a sectiunii x va fi calculata cu relatia:

1-x
o(x) 0, (1-x)
d(x) = dx = 5.41
(x) g podx=—t0 (5.41)
Pentru x = 0 se obtine deplasarea maxima a capatului liber:
c,l
Omax = E (5.42)

Alungirea barei de egala rezistentd este maxima in comparatie cu oricare
altd barad de lungime 1, incarcata cu forta F si greutatea proprie.

Energia potentiala de deformatie pentru bara de egala rezistenta este:

2
o
U= |-2dV 4
Vj g (5.43)
Se inlocuieste dV=A(x)dx, cu A(x) din relatia (5.37) si se efectueaza
calculele. Se obtine:
7

ch o
=——(e 2 -1) (5.44)

2Ey

Deoarece sectiunea barei variazd dupd o lege exponentiald, executarea sa
este dificild i scumpd, deoarece de multe ori costul manoperei pentru realizarea
barei de egala rezistentd depaseste pretul materialului economisit. De aceea, in
practica, de cele mai multe ori, se preferd aproximarea solidului de egala
rezistentd cu bare tronconice sau cu bare formate din tronsoane, Tn care se inscrie
bara de egald rezistentd (figura 5.7). In acest caz costul manoperei pentru
executarea barei scade substantial, iar economia de material se apropie mult de

cea realizata la solidul de egala rezistenta.
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Figura 5.7.

Se poate demonstra ca, la aproximarea cu o bard cu tronsoane, economia
maximd de material se obtine pentru cazul in care lungimile tronsoanelor sunt
egale. Realizarea barelor cu un numdr mai mare de patru tronsoane nu este in
general economicd deoarece, in acest caz, economia de material se apropie
sensibil de cea care ar fi realizatd prin utilizarea solidului de egala rezistenta.

Se considera bara cu variatia 1n trepte a sectiunii transversale din figura 5.8.
Primul tronson, de lungime 1;, se dimensioneaza ca o bara de sectiune constanta,
incastrata la partea superioara si incdrcatd cu forta F si greutatea proprie.
Sectiunea periculoasa va fi la partea superioara a tronsonului. Dimensionarea se
face impunénd conditia ca Tn sectiunea periculoasd tensiunea sa fie egald cu cea
admisibila. Din relatia de dimensionare (5.20) rezulta:

F
Ajz—— (5.45)
6, -vh

Celelalte tronsoane sunt considerate incastrate la partea superioard. Pentru
acestea greutatea tronsoanelor inferioare actioneaza ca fortd concentrata. Prin
urmare fiecare tronson va fi ncarcat cu forta concentrata F, la care se adauga
greutatea tronsoanelor inferioare (consideratd tot ca o fortd concentratd) si
incdrcarea provenitd din greutatea proprie a tronsonului (care este o forta

distribuita).
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F+G 1+G2+G3 (F+G1+G2}|-G3)/A3

};‘+G1+G2)/A3
)
Az, Gz \ %ﬂﬁwz | BorGuA Ep)
3 , F+G, | (F+Gy)/A, &
A1LG AN
|1 (F+G1)/A1
/
4 3F F F/A, Ns,
a) b) c) d)
Figura 5.8.
Pentru cel de-al doilea tronson forta concentrata care actioneaza este:
F+G1 =F+’}’A111 =A16a (546)
Dimensionarea tronsonului al doilea se face cu relatia:
Ao Fo
Ay 212 a (5.47)
Ga _’le (Ga 'Yll)(ca 'YIZ)
Pentru tronsonul 1 se poate stabili relatia:
F(iia'1
(5.48)

A2
(04 -Y11)(0, -V12)K (0, -7];)

1
Daca cele n tronsoane au lungimi egale: 1y =1, =A 1, =—, relatia (5.48)
n

devine:

i-1
Fo,

A = (5.49)

1
( Ga"YH )

Calculul deplasarilor se face pentru fiecare tronson in parte. Pentru

tronsonul i deplasarea este:

1. G;
Si =A;E( N+G1+G2 +‘”+Gi-1+71 ) (5.50)
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Deplasarea totald se calculeaza prin Tnsumarea deplasarilor portiunilor de

bara. Deplasarile absolute in sectiunile 2, 3 si 4 (in Incastrare deplasarea este

nuld) sunt:
8, = (F+G,+G G3 ) I3
= F+G+Gy+— )——=
2 1+G2+ " )LE
8, =8, +( F+G B2 )1—2 (5.51)

e

d4 =03 +( F+ﬂ)
4= 2 A

Diagrama deplasarilor este reprezentata in figura 5.8d.

Observatie
Lungimea de rupere sub greutate proprie a barei de egala rezistentd este mai

mare decdt a barei de sectiune constanta.

5.6. Probleme static nedeterminate

Dacd numarul necunoscutelor este cel mult egal cu numarul ecuatiilor de
echilibru, acestea pot fi calculate din ecuatiile staticii. Asemenea sisteme se
numesc static determinate. Conditia pentru ca un sistem sa fie static determinat
poate fi scrisd: NN < NE. Unde: NN = numarul necunoscutelor (reactiuni sau
uneori eforturi), iar NE = numarul ecuatiilor staticii care nu sunt identic nule.

Dacd numarul necunoscutelor (reactiuni sau eforturi) depaseste pe cel al
ecuatiilor de echilibru sistemul este static nedeterminat. La aceste sisteme: NN >
NE. Diferenta dintre numarul de necunoscute si numarul ecuatiilor de echilibru
poartd numele de grad (ordin) de nedeterminare (GN). Pentru GN = 1 se spune ca
problema este simplu static nedeterminatd; pentru GN = 2 dublu static
nedeterminata, iar pentru GN = n, de n ori static nedeterminata.

La problemele static nedeterminate reactiunile se determind in urma

rezolvarii unui sistem format din ecuatiile staticii completate cu un numar de

137



ecuatii egal cu gradul de nedeterminare, obtinute prin studiul deformatiei
corpului.
Existd doud mari grupe de metode pentru determinarea ecuatiilor de

deformatii:

1. Metode geometrice (de compatibilitate a deformatiilor)
Aceste metode sunt Tn general mai simple si mai intuitive. Ele nu sunt
recomandate Tnsd pentru situatii complexe, cand dau un volum de lucru prea
mare sau chiar rezultate eronate dacd nu se intuieste sensul corect al deformatiilor

(de tractiune sau compresiune).

2. Metode energetice

Aceste metode se bazeaza pe teoremele energetice expuse in Capitolul 4.

Vor fi prezentate mai multe metode de ridicare a nedeterminarii. Pentru o
aplicatie data ridicarea nedetermindrii se poate face mai usor printr-o metoda sau
alta, dupa caz. De asemenea pentru a putea face mai usor o comparatie intre

metode, ele vor fi aplicate simultan pe acelasi exemplu.

In scop didactic, problemele static nedeterminate au fost impdartite in
urmatoarele categorii.

5.6.1. Sisteme cu bare in serie

Sa se traseze diagramele N, ¢ si 0 pentru bara cu tronsoane dublu
incastrata din figura 5.9a. S@ se dimensioneze bara stiind ca: F = 150 kN, 1 = 500
mm, 6, = 150 MPa, E = 2,1-105 MPa. Greutatea barei se neglijeaza.

Deoarece bara este solicitatd numai de catre forte axiale reactiunile din
incastrari vor fi de asemenea forte axiale. Pentru calculul acestor reactiuni se
poate scrie o singura ecuatie de echilibru, de proiectie a fortelor pe directia axei
barei. Sensurile reactiunilor se aleg arbitrar si ecuatia se scrie astfel:

Vi-2F+F-V,=0 (5.162)
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Deoarece NN = 2 si NE = 1 problema este simplu static nedeterminata.

! 2 11F/7 :

—— —un
| M Ee T
3 ———
; - s
............. . 3F7 YT T AE
2l @d =
= ==—— 5 _iﬂ
AF—YTA 577 AE
A
=— 4
o
—
a) b) c) d)
Figura 5.9

In continuare vor fi prezentate cateva metode pentru ridicarea

nedeterminarii.

1. Metode geometrice. Metoda deformatiei totale
Bara fiind incastratd capetele acesteia nu se deplaseazd si In consecinta
lungimea totald a barei ramane constantd. Altfel spus alungirea totald a barei este
nuld si se poate scrie:
Ot =021 =013+ D34 + Qu5 + 05, =0 (5.53)
Se noteaza cu A suprafata sectiunii transversale a tronsonului de barad de

2

| T o wd)?
diametru d: A = 4 Pentru celalalt tronson aria sectiunii va fi: =

=4A.

Se expliciteazd alungirea totald a barei din relatia (5.53) si se obtine

succesiv:
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NGl NGxo)l N(xp)2l NGl

tot =
4AE 4AE AE AE (5.54)
VvV, 2F-V,
_T+ 1 +2(2F-V))+(2F-V;-F)=0
Din ultima relatie rezulta:
11
V= 7F (5.55)
Inlocuind in (5.52) se obtine:
4
V, = 7F (5.56)

Diagramele N si 6 sunt trasate 1n figurile 5.9b,c.

Se calculeaza deplasarile si se traseaza diagrama 9, reprezentatd in figura

5.9d:

8. o5, o NO)U_ 11 FL
FTU3T 4AE T 28 AE
N(x,)l 3 F
93-4 = "4AE " 28 AE
2 Fl (5.57)

4 Fl

051 =05=04+045=7"+

Calculul de rezistentad se face in sectiunea periculoasd. Din diagrama o se

alege valoarea maxima a tensiunii normale si se impune conditia:
4 F <
Omax = e Cq (5.58)

Se inlocuieste A si se determina d. Rezulta:
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4F
Ino,

415 104
d=z m (5.59)

d 213,49mm

dz

Se adopta valoarea standardizata: d = 16 mm.

2. Metode energetice
2.1. Aplicarea teoremei lui Castigliano
Se alege ca necunoscutd static nedeterminata reactiunea V; Aplicind 1n

raport cu aceasta teorema lui Castigliano sau teorema lui Menabrea se poate

scrie:
Y _ 0 (5.60)
ovy ‘
unde energia potentiala de deformatie se determina cu relatia:
2
1 o N7
U=-2—— 5.61
2, AE (561)

Tinand cont de cele doud relatii de mai sus, de fortele axiale, de aria
sectiunii transversale si de lungimea pe fiecare regiune a barei se obtine succesiv:
ou N;l; oN;
=2 0

ovi  AAE oV -
N(xION(x;)  N(xp)l aN(xz)+N(Xz)21 ON(x2) +N(X3)1 ONGx3) =0 (5.62)

4AE 0V, | 4AE @V, T AE &V, | AE oV

1 8N(x1) 1 aN(Xz) aN(Xz) 6N(X3)

—N +—Ni +2N + =0

g N Ty M) oy AN oy AN Ty

Expresiile fortelor axiale si derivatele acestora sunt:
Noxy=-v, N _ (5.63)
Xl -~ Vi aVl - .
ON

ON(x,) =-1 (5.64)

N(x,) = 2F-V,; ~
1
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aN(X3) _

N(x3)=2F-F-Vj; o,

-1 (5.65)
Inlocuind ultimele trei relatii in ultima forma a relatiei (5.62) rezulta:

%('Vl)('l) +i(2F— VDED+2Q2F-V)ED +(F-V)(-1) =0 (5.617)

de unde se obtine:

11
Vi=F (5.67)

Reactiunea V, se obtine inlocuind V, in ecuatia de echilibru (5.52).

2.2. Metoda eforturilor
Deoarece problema este simplu static nedeterminatda sistemul de ecuatii

canonice (4.46) se reduce la o singura ecuatie:

811" X +0,0=0 (5.68)
Din ecuatia (5.68) rezulta:
)
X, =9 (5.69)
d11

Pentru determinarea coeficientilor de influenta ; trebuie si se adopte mai
intai sistemul de baza. Pentru o problema simplu static nedeterminata sistemul de
baza (care este un sistem static determinat) se obtine prin inldturarea unei legaturi
care preia un singur grad de libertate. Sistemul de bazd nu este unic. Astfel,
pentru aplicatia studiatd sistemul de bazd se poate forma prin indepartarea
reazemului 1 sau prin Tndepartarea reazemului 2. Se alege a doua variantd si se
ajunge la sistemul de baza din figura 5.10b.

Se studiaza sistemul de baza in urmatoarele in doua situatii:

- Incdrcat numai cu sarcinile exterioare (X; = 0) ca in figura 5.10c;
- Incdrcat numai cu X; = 1 si sarcinile exterioare nule (figura 5.10d).

Diagramele de eforturi axiale corespunzatoare celor doud situatii sunt

notate conventional Ny si n;. Pentru calculul coeficientului 9,y se utilizeaza
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eforturile Ny(x;) si ni(X;) sau diagramele N, si n; (pentru metoda Mohr-

Veresceaghin), iar pentru 9,; se foloseste doar efortul n;(x;) sau diagrama n;.

’ o
| l ol R T8 e
A 2 Vs TV2=X1 T X,=1 %
Sistem de baza -
a) b) 0 d
Figura 5.10
Astfel:
%10 = 4AE jNO(Xl)nl(Xl)Xm T 4AE 4AE g yNO(Xz)m(Xz)dXz +
2l (5.70)
[Ng(x2)n (x)dx, * B jNO(X3)n1(X3)dX3
AE 0
respectiv:
1= YAE, jnl (1 + 4 0E j“l (x2)dx +
(5.71)

2]
_E gnlz(xz)dxz +E§H%(X3)dX3

Inlocuind, rezulta succesiv:
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810 = TAE, f( F)(-1)dx, +m jF( 1dx, +— fF( 1dx,

(5.72)

5= XL

10— -~ AE

respectiv
5 §( 1)? dx+-— f( D2dx = L= (5.73)
17 4AE 2 AE '
Inlocuind coeficientii 8,4 si 8 in relatia (5.69) se obtine:
x o2 FL 2AE
A:lE 71 (5.74)
Xi=—F=V
1 7 2

Reactiunea V, poate fi obtinuta din ecuatia de echilibru (5.52).

5.6.2. Sisteme cu bare in paralel (bare cu sectiune neomogena)

In exemplele studiate pana in prezent s-a considerat ca sectiunea barei este
omogend, iar tensiunile sunt uniform repartizate pe ea. In practica pot fi intlnite
adesea bare cu sectiuni neomogene (de exemplu cablurile electrice pentru retele
de inaltd tensiune care sunt formate dintr-un cablu central din otel inconjurat de
cabluri conductoare, materiale armate cu fire lungi - beton armat, compozite cu
matrice din polimeri, etc.). In acest caz se admite ci elementele componente,
confectionate din materiale diferite, sunt dispuse simetric in jurul centrului de
greutate al sectiunii transversale. Calculul de rezistenta al unei astfel de bare,
solicitatd la intindere sau la compresiune, necesitd determinarea modului de
repartitie a fortei axiale pe elementele componente ale sectiunii.

In figura 5.11 se considera o bara dreapti cu sectiune neomogena solicitata
la compresiune, mai exact o tija (corpul 1) si o bucsa (corpul 2) de aceeasi

lungime 1, confectionate din materiale diferite si fixate intre doud discuri rigide.
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Figura 5.11

Fiecare din cele doud corpuri, luat separat formeaza o bara dreapta, cu
ariile sectiunilor transversale A, A, si modulele de elasticitate E;, E, cunoscute.
Se pune problema determinarii eforturilor (N; si N») si tensiunilor din bare. Fiind
forte coliniare din statica se poate retine o singura ecuatie de echilibru:

N, + N, =F (5.75)
Deoarece NN = 2 si NE = 1 problema este simplu static nedeterminata. Pentru
ridicarea nedetermindrii se foloseste metoda geometrica. Presupunand discul din
stanga fix, relatia pentru ridicarea nedeterminarii exprima conditia ca la echilibru

deformatiile celor doud corpuri sunt egale (vezi figura 5.11). Se poate scrie:

5=58,=5,
dar 8 = L 5y = Nol (5.76)
AE; ArE)
. N,l Nyl
prin  urmare A2E2 = AlEl

Se ajunge la un sistem format din ecuatiile (5.75) si (5.76). In urma

rezolvarii sistemului se obtin eforturile N; si N, care nu depind de lungimea I:

145



F I

H=—FF H, (5.77)
A5E AE
1+ 2-2 1+ 1=
AEy ArE,
Tensiunile din cele doua bare sunt:
_F 1 R 578
o Ay 1+7AZEZ 2" Aj 1+ AlEy |
AiEq AsE,

Relatiile obtinute sunt aplicabile si la calculul la intindere.

Dimensionarea ambelor corpuri din conditiile de rezistentd nu este
posibila. Se va dimensiona numai unul din corpuri, urmand ca pentru celalalt sa
se facd o verificare. Dacd, de exemplu, se dimensioneazd corpul 1, vor fi
satisfacute inegalitatile:

01 <0,; 0,<0p (5.79)

Se sugereaza rezolvarea problemei prin metoda eforturilor.

5.6.3. Sisteme de bare paralele
Se considerd o bard dreapta rigida, AB, 1n pozitie orizontald incarcatd cu
forta F (figura 5.12). Bara orizontald este sustinuta de catre trei bare flexibile
verticale articulate la capete. Se pune problema de a se determina eforturile din
bare.
Deoarece articulatiile nu transmit moment, barele vor fi supuse numai la
solicitari axiale. Se pot scrie urmatoarele doud ecuatii de echilibru:
2V=0=>N;+N,-F+N3 =0
S M5, =05 N33l-F2 + Nyl =0 -89
(A) 3 4 2
Problema are trei necunoscute, deci este simplu static nedeterminata.
Pentru ridicarea nedeterminarii se vor utiliza metoda geometrica cit si metoda

eforturilor.
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Figura 5.12

Metoda geometrica

Bara orizontald fiind indeformabild, sub actiunea fortei se deformeaza

numai barele verticale. Se figureaza sistemul 1n stare deformata (figura 5.12). Din

triunghiurile asemenea A’B’B” si A’C’C” se poate scrie relatia:

<~ < = =73 5.81
93-6; 31 3 (581)
Explicitand lungirile celor trei bare si inlocuind 1n relatia (5.81) rezulta:

Nol, Nylj 1 N3 Njl
2 Nl 1 M5 Nl (5.82)
AsE, AE, 3 "A3E; AE

Rezolvand sistemul format din aceastd ecuatie si din cele doua ecuatii de

echilibru se determina eforturile Ny, N5 si Nj.

Metoda eforturilor

Se alege sistemul de baza din figura 5.13. Se considera sistemul de baza

incarcat numai cu sarcina F (figura 5.14) si respectiv cu X; = 1 (figura 5.15).
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R 2%4/ ;
L

| & A T &
Figura 5.13
L
L4
= e
No(x,) F ‘ Ny(x;)
|
Figura 5.14
SN
Lyl
n,(X,)
n,(x4) X=1 N,(x4)
| * |
Figura 5.15

Eforturile din barele sistemului de bazd, pentru cele doud variante de

incarcare, determinate din conditiile de echilibru, se noteaza cu N’ =N,(x) $i

n =n,(x,) pentru bara i. Expresiile acestor eforturi sunt:
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5 7
No(X1)=EF No(Xz)ZO; No(X3)—EF

1

n1(X1)=-§; ny(xp) =1; ﬂ1(X3)=-§

Coeficientii 6; din ecuatia canonica:
51 1X1 +0 10 = 0

se determina cu ajutorul relatiilor:

3 N (xj)ny (x))] [ny (x)1%];
10 =i§1 AE;  ou _El AE;
prin urmare
810 _E(EF)é) 11+A3E3 (EF)( 2 )13
respectlv
511——( ) I + : 121 +——(- ) I3
AE, A5E, A3E;

Din relatiile (5.85) si (5.86) se determind necunoscuta X;=N,.

5.6.4. Sisteme cu bare articulate concurente

(5.83)

(5.84)

(5.85)

(5.86)

Se considerd un sistem format din trei bare articulate (figura 5.16a) solicitat

de o forta verticald F, aplicata in punctul B. Se vor determina eforturile pentru

cazul prezentat. Lungimea unei bare oarecare este 1;, modulul de rigiditate AE;

iar unghiul de inclinare fata de verticala a;.

Pentru determinarea eforturilor din bare pot fi scrise numai doud ecuatii de

echilibru:
2X; =0=Njsina, = N3sina,
2Y; =0= Njcosa; + Ny +N3cosaz =F

(5.87)

Sistemul este simplu static nedeterminat (NN = 3, NE = 2),. Se prezinta

urmatoarele metode de ridicare a nedeterminarii.
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Figura 5.16

Metoda geometrica
Pentru ridicarea nedetermindrii se examineazd starea deformatd a
sistemului. Dupa solicitare nodul B se deplaseaza in B’, deplasandu-se vertical cu
v si orizontal cu u. Deoarece deformatiile barelor sunt mici in raport cu lungimea
acestora, variatiile unghiurilor nu influenteazd semnificativ valorile functiilor
trigonometrice. in aceste conditii, se poate considera ci unghiurilor isi pastreaza
valorile si pentru sistemul 1n stare deformata (figura 5.16b). Se duce

perpendiculara din B pe directia barei 1 deformate. Se poate considera ca:

[B’C] = 9, (5.88)
Pe baza figurii 5.16b se pot scrie relatiile:
[B’C] =[B’D] - [DC] (5.89)

dar
[B’D] = [B’M]-coso; = v-cosQ;
[DC] = [BM]-sin0l; = u-sino;
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Inlocuind in relatiile (5.88), (5.89) se obtine:

8, = v-cosq; - u-sinQ; (5.90)
Pe de alta parte se stie ca:
5y = Nily (5.91)
A1E;

O relatie asemanatoare poate fi scrisd si pentru bara 3. Aceste ecuatii,
rezultate din studiul geometric al deformatiilor impreuna cu cele de echilibru,

(relatiile 5.87) formeaza un sistem din rezolvarea caruia rezultd N, N, N3, u si v.

Observatii:

1. Metoda prezentata poate da rezultate eronate daca nu se intuieste sensul
corect al deformatiilor din bare (de intindere sau de compresiune).

2. Metoda prezentata este cunoscutd ca metoda geometrica aproximativd.
In literaturd este prezentatd si o metoda geometricd exactd (cu rezultate bune in
cazul deformatiilor mari cum ar fi barele solicitate in domeniul elastoplastic sau
confectionate din materiale cu modulul de elasticitate scazut). Metoda
geometrica exacta este insa extrem de laborioasa si utilizarea ei nu este
justificata pentru cazul deformatiilor mici deoarece, deoarece in asemenea

situatii, metodele aproximative (geometrice sau energetice) dau erori neglijabile.

Un caz particular al problemei discutate anterior il reprezinta sistemul
simetric, prezentat Tn figura 5.17, la care barele au aceeasi sectiune si sunt
confectionate din acelasi material, iar a; = a, = a. In acest caz deplasarea
punctului B are loc pe axa de simetrie (figura 5.17).

Datorita simetriei se pot scrie urmatoarele relatii:

N;i=N3=N;
5, =83 =0; (5.92)
h=l3= 1

cosa.

Prima relatie poate fi obtinuta si din ecuatia de proiectie a fortelor pe orizontala.
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Figura 5.17

La metoda aproximativa ecuatiile de echilibru se scriu pentru sistemul
nedeformat. Pentru sistemul din figura 5.17 ecuatia de proiectie a fortelor pe

verticala are forma:

2Ncosa+ N, =F (5.93)
Din figura 5.17b se obtine:
d
0y = (5.94)
cosa

Intre eforturi s1 deformatii se pot scrie urmatoarele relatii:

N 1 Nl
=—= (5.95)

§=——0 : =
AE coso 2 AE

Prin rezolvarea sistemului de ecuatii format din relatiile (5.93-5.95) si

tinand cont si de conditiile (5.92) se determina valorile eforturilor Ny, N,, N3

Metoda eforturilor

Se adoptd sistemul de baza din figura 5.18a (dacd X; este cunoscut,

sistemul este static determinat). Se observa ca de fapt X; = N,.
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Sistem de baza

a) b) c)
Figura 5.18

Pentru nedeterminarea simpla este suficientd o singura ecuatie canonica:
011 X; +810=0 (5.96)

Se studiaza sistemul de baza in doua situatii:

-Incarcat numai cu sarcina F (X; = 0), vezi figura 5.18b;

-Incdrcat numai cu X; = 1 (F=0), vezi figura 5.18c.

Pentru sistemele din figurile 5.18b si 5.18c se scriu cele doud ecuatiile de

echilibru:
N(()D sinoy = N(()S) sina.p
O 3) (5.97)
Ny~ cosay; + Ny cosay =F
respectiv
ng) sinag = ng) sina.p
O 3) (5.98)
n; cosoy+n; cosoy+1=0
si se determina eforturile:
Fsina Fsina
Ny = — 2 e (5.99)

~sin(oy +ap)’ ~ sin(og +ay)
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) -sin oy . 3) -sin oy

| (5.100)

~ sin(oy +ap)’ L 7 sin(ay +ay)
Se stie ca pentru determinarea coeficientilor ; se utilizeaza relatia:
(k) (k)
ni Ilj lk

T e —— (5.101)
Yok AgEg

Prin urmare, pentru determinarea lui §;; se folosesc de doua ori eforturile n,

si se obtine:

1 -sinay, o 1
d11 = AE (= ) +
1E1  sin(og +0ap) © cosag
| (5.102)
1 1 -Si
+ 121+ ; T2
AsE, A3E3  sin(og +09p) cosay

La determinarea lui &, se folosesc eforturile Ny si n; . Deoarece N” =0

rezulta:
1
510 =—— N1y +——NPnP1y (5.103)
AE;
inlocuind, se obtine:
5 1 Fsin? ) 1 1 Fsin? o (5.104)
1 = - - .
0 AE sinz(al +ay) cosap AszEj sinz(al +a,) COSU7
Cunoscand coeficientii 8, si 8;; se calculeaza X, din ecuatia (5.96):
)
X, =2 (5.105)
011

Odata calculatd necunoscuta X; practic a fost ridicatd nedeterminarea
problemei. Dar X; = N, iar celelalte doud eforturi pot fi obtinute din ecuatiile de
echilibru (5.87) sau cu relatia:

N; =N +nlVX,

N3 =Ny +ntVx;

(5.106)

5.6.5. Sisteme static nedeterminate supuse la variatii de temperatura
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Daca o bara dreapta se poate dilata liber, atunci la o crestere a temperaturii

AT, ea se alungeste cu cantitatea:

Al'=a 1 AT (5.107)
unde: o — coeficientul de dilatare termica liniara;
AT — variatia de temperatura;
I — lungimea barei.
Daca dilatarea termicd este impiedicata (de exemplu prin fixarea barei
intre doi pereti rigizi) apar tensiuni ce pot atinge valori importante.
La sisteme static nedeterminate supuse la variatii de temperaturd pentru
ridicarea nedetermindrii se recomandd metoda Indepartarii reazemului. Se

exemplificd in continuare aplicarea acestei metode pe urmatoarele exemple.

Aplicatii
1. Se considerd sistemul format din doua bare din figura 5.19. La o
crestere a temperaturii cu AT, deoarece deformatia datoritd temperaturii este
impiedicata, in cele doud reazeme iau nastere reactiuni egale cu H. Ambele bare
vor fi supuse la compresiune cu efortul N = -H. Problema este simplu static
nedeterminatd. Pentru ridicarea nedetermindrii se indeparteaza reazemul din
dreapta. Lungirea termica libera a barei va fi:
Al' = (oul; + 0ply)-AT (5.108)
Comprimand sistemul initial cu forta H, acesta va suferi o comprimare
mecanica cu cantitatea:

HI, Hl,

AI™ = +
AE, © AE,

(5.109)
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061, A, E] az, Aa E2
\ /

H \ /

1, 1

Figura 5.19

Deoarece reazemul este fix, cele doud deplasari vor fi egale in modul si

prin urmare:

H E211 + E112

Iy + 0y15)AT =— 5.110
(oqly +azly) A EE, (5.110)
Din aceastd ecuatie se determina H:
AT(oqly +asly)A
He (111 12 2) (5.111)
1,2
E; Ejp
Tensiunea normald de compresiune este:
AT (ol +arl
= (1“ 1 2l2) (5.112)
1,2
Ei Ep

Valoarea tensiunii este destul de mare i depinde numai de materialul barei
si de diferenta de temperaturd. Deplasarea unui punct de pe axa barei se

calculeaza ca diferenta dintre deformatia termica si cea mecanica.

2. In figura 5.20 cele doud bare sunt sudate la capete de doud discuri

rigide. Ansamblul este supus unei cresteri de temperatura AT.

156



o1, A1 E1 02, Ag, By

ALTALT

Figura 5.20

Din statica se poate scrie Ny = N, = N. Prin urmare problema este simplu
static nedeterminatd. Se Indeparteaza discul rigid din dreapta ceea ce permite

dilatarea libera a barelor. Lungirile termice se calculeaza cu urmatoarele relatii:
Alf = )IAT;  AlS = a,IAT (5.113)
Pentru cazul in care o; > o, problema este prezentatd in figura 5.20.
Prezenta discului din dreapta impune ca, in final, cele doud bare sd aiba aceeasi
lungime. Pentru a realiza acest lucru, bara 1 va fi comprimata, iar bara 2 va fi

tractionata cu:

N1 NI

A = —— A1E1 A5 = ALE, (5.114)
Din figura 5.20 se poate stabili urmatoarea relatie intre deplasari:
ALl = ALY +AI5 + AL (5.115)
Inlocuind in ultima egalitate relatiile (5.113) si (5.114) rezulta:
AE| +AE,
(a1 -09)AT = Nm (5.116)

Din aceasta ecuatie se determind efortul N si apoi se calculeaza tensiunile

din cele douad bare:
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N N

01=A—1; 62=A—2

(5.117)

In cazul unor sisteme de bare supuse simultan la actiunea sarcinilor si a
variatiilor de temperatura tensiunile produse de aceste variatiile se suprapun peste
cele introduse de citre sarcini. In acest caz tensiunile pot fi determinate prin
suprapunerea efectelor. In acest scop se vor determina separat tensiunile din bara
cu sarcini §i AT = 0 si apoi din bara fara sarcini, supusd numai la variatii de
temperatura. Tensiunea rezultantd intr-o sectiune se obtine prin Tnsumarea
algebrica a tensiunilor din cele doua situatii analizate separat. Similar se poate

proceda pentru eforturi si deplasari. Problema poate fi rezolvata de asemenea cu

ajutorul ecuatiilor canonice ale metodei eforturilor care tin cont de efectul termic.
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CAPITOLUL 6

CALCULUL CONVENTIONAL AL
BARELOR LA FORFECARE

6.1. Introducere

Atunci cand in sectiunea transversald a unui corp actioneaza numai o forta
taietoare (T, sau T)), acesta este solicitat la forfecare (tdiere) purd (vezi tabelul
2.2). In sectiune barei apar in acest caz numai tensiuni tangentiale. In practica
este nsa extrem de dificil s@ se realizeze o solicitare de forfecare pura, de cele
mai multe ori forfecarea fiind insotita de incovoiere

In laborator pentru realizarea incercarii la forfecare purd (metoda
losipescu) se utilizeaza epruvete crestate supuse la Tncovoiere (vezi figura 3.13).
Chiar si in acest caz numai in sectiunea sldbitd (crestatd) a epruvetelor se
realizeaza moment nul si o forta taietoare, care produce forfecare.

Forfecarea unei bare poate fi produsd de catre doud forte coliniare,

normale pe axa acesteia, egale si de sens contrar, asa cum este prezentat in
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figura 6.1, cele doud forte putand fi materializate, de exemplu, prin falcile unei

foarfeci.

a) b)

Figura 6.1

Practic sunt extrem de greu de realizat conditiile enuntate anterior. Chiar
dacd fortele ar fi initial coliniare (si deci bratul cuplului ar fi nul), pe masura ce
falcile patrund in material, asupra lor actioneaza forte distribuite, iar pentru
rezultantele acestora bratul creste, producindu-se in consecintd si Tncovoiere
(figura 6.1b). In practici insi filcile nu sunt coliniare ci usor decalate, trecind
una pe langa cealaltd. Bratul fiind mic, tensiunile normale produse de Incovoiere
vor fi neglijate.

In acest capitol sunt luate in consideratie situatiile in care tensiunile
normale, provenite din Tncovoiere, sunt neglijabile in raport cu cele tangentiale,
produse de forfecare si in care calculul conventional da rezultate satisfacatoare.
Repartitia tensiunilor tangentiale pe sectiunea barelor supuse la incovoiere simpla

va fi studiata in Capitolul 8.

6.2. Calculul tensiunii tangentiale

Pentru calculul conventional al barelor la forfecare se presupune ca

tensiunile tangentiale sunt uniform distribuite pe sectiune. Aceastd ipotezd se
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verificd in practicd numai pentru forfecarea pieselor de grosime mica (table,
suruburi mici, nituri, stifturi, pene, etc.).

Pe suprafata unei bare solicitata la forfecare se traseaza o retea de patrate.
Bara este supusa la forfecare tehnica (produsa de forte normale la axa barei, dar
care nu sunt perfect coliniare). Se observa cd se deformeaza numai volumul de
material cuprins Intre forte §i cd pe aceasta portiune de bard ochiurile retelei
devin romburi (unghiurile drepte au devenit ascutite sau obtuze), suportand
numai deformatii unghiulare (lunecari) produse de tensiunile tangentiale (vezi

figura 6.2b).

a) b)
Figura 6.2

Dupa cum s-a aratat mai sus, in sectiunea barei forfecate apar forte
tdietoare §i tensiuni tangentiale. In aceste conditii, din cele sase ecuatii de
echivalentd ramane una singura, ecuatia (2.17):

Ty = gtxydA (6.1)

Pentru a putea rezolva integrala trebuie cunoscutd legea de distributie a
tensiunii tangentiale [,, pe suprafata A. Tinand cont de faptul ca pentru calculul
conventional la forfecare s-au considerat tensiunile tangentiale uniform
distribuite pe sectiune, deci [y, = const., relatia (6.1) devine:

Ty =Tyy gdA (6.2)

Sau
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Ty =Ty A (6.3)

de unde
Ty
A

Txy (6.4)

Observatie:
1. Relatia (6.4) ramdne valabila si pentru forfecarea pe directia axei Oz,

daca se inlocuiegste indicele y cu z.

Relatia (6.4) permite rezolvarea urmatoarele trei categorii de probleme:
- calculul de dimensionare (se determind aria sectiunii transversale):

T
Apee =— (6.5)

Ta
- calculul de verificare (se determind tensiunea tangentiald maxima care se

compard cu tensiunea admisibild sau cu cea de rupere). Bara rezistd daca:

= e s 1, (6.6)
A

- calculul fortei taietoare capabile sau a celei de rupere prin forfecare:

Teap = Aty  respectiv T, = At (6.7)

Aplicatie
Sa se determine forta de apasare a poansonului necesard stantarii unor
discuri cu diametrul d = 40 mm. Grosimea tablei este de t = 4 mm, iar tensiunea

de rupere a materialului este [/, = 215 MPa (vezi figura 6.3).

162



Poanson
tabla
F ad
. .
] t
|
Figura 6.2

Forta F ce ia nastere Tn poanson in timpul operatiei de stantare se

calculeaza cu relatia:

F=T,=[,A
Aria de forfecare este aria laterald a discului, adica:
A=11dt
Prin urmare:
F=¢ 000d0t

sau inlocuind valorile date rezulta:
F=21500000000 [ 108 kN
In realitate, forta care actioneazi asupra poansonului trebuie s fie mai
mare decat aceasta valoare, deoarece la calculul acesteia s-au neglijat frecarile
dintre poanson si tablda, din mecanismele stantei, energia consumata de cétre

mecanismele de Tnaintare si fixare a tablei, de extractie a discului, etc.

6.3. Energia potentiala de deformatie

Deoarece volumul de material deformat este mic (vezi figura 6.2) si
energia potentiala Tnmagazinata va fi mica, comparativ cu alte solicitari. Expresia
energiei de deformatie Tnmagazinatd de catre bara supusd la forfecare poate fi
determinatd cu relatia (4.16) in care tensiunea tangentiald este datd de relatia

(6.4). Se obtine succesiv:
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2 IR
U= [-=dv=—-[( — )%dx [dA 6.8)
269 Ty A Y

1
U= [——dx (6.9)
0

Pentru T = const. se obtine

= T—21 (6.10)
2GA '
unde: / - este lungimea portiunii de bara deformata;
G — modulul de elasticitate transversala;
A — aria sectiunii transversale.
GA — modulul de rigiditate la forfecare a sectiunii transversale.

Fiind micd, In comparatie cu cea de la alte solicitari, energia potentiald de

deformatie la forfecare va fi uzual neglijata.
6.4. Calculul conventional al imbinarilor

Imbinarile se pot grupa in doui categorii:
- imbinari demontabile (cu suruburi, buloane, etc);
- imbinari nedemontabile (prin nituire, sudurd, Imbinari adezive).
In acest capitol se va prezenta, pe exemple, calculul de rezistentd al
imbindrilor. Elementele componente ale imbinarilor sunt solicitate la forfecare, la

intindere (compresiune) si la strivire.

6.4.1. Imbindri cu suruburi sau nituri

In practica se pot intalni imbindri cu nituri cu simpld suprapunere si un
rand de nituri; cu simpld suprapunere si mai multe randuri de nituri; cu dubla
suprapunere, etc. Similar si pentru suruburi.

Pentru aceste tipuri de imbindri surubul, respectiv nitul este solicitat la

forfecare 1n planul de separatie dintre table. Pentru calculul conventional la
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forfecare al acestor imbindri se iau in consideratie urmatoarele ipoteze
simplificatoare:

- sarcina se imparte egal pe toate niturile (suruburile). In realitate,
niturile de pe rdndurile exterioare sunt cele mai solicitate. Dupa depdasirea
limitei de curgere insa, repartitia incarcarii se uniformizeazd,

- se neglijeaza frecarea dintre table;

- tija nitului (surubului) este solicitata numai la forfecare (se neglijeaza
incovoierea §i tractiunea);

- diametrul tijei este egal cu cel al gaurii;

- Incdrcarea este statica si se neglijeaza efectul concentrarii tensiunilor.

Intre tija nitului (surubului) si table apar tensiuni de contact care nu sunt
uniform distribuite. Daca aceste tensiuni depdsesc limita de curgere la
compresiune, atunci piesa cu o duritate mai micd ramane cu deformatii
permanente dupd descarcare (gaura din tabla sau tija se ovalizeazd). Acest lucru
trebuie sa fie evitat in practicd deoarece introduce jocuri in imbinare, facand
posibila aparitia socurilor la incarcare, iar demontarea ulterioard va fi dificila.
Calculul pieselor la presiune de contact se mai numeste calcul la strivire. Acest
calculul se face intr-o maniera aproximativa, datoritd faptului cd legea de
distributie a presiunii este greu de determinat. Se admite ca presiunea de strivire
este distribuitd uniform pe o sectiune diametrald, iar aria conventionala la strivire
Ay, pentru un surub (nit) este: Ay, = td (t — grosimea tablei, d - diametrul tijei

(gaurii)). Deoarece presiunea este normald pe Ay, ea mai poate fi notata p = o,

sl se poate scrie:

— L (6.11)
Ostr = Ay, .
Calculul la strivire este de obicei unul de verificare. Tensiunea data de

relatia (6.11) va fi comparatd cu tensiunea admisibild la strivire o, ., pentru

a,st

care se recomanda:

Castr = (2+2,5)0,¢ (6.12)
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Aplicatie
Se considerda Tmbinarea din figura 6.4, solicitatd cu forta F = 10kN. Se

cunosc t = 8mm, d = 10mm, o,= 150MPa, o, = 300MPa, r,= 80MPa. Sa se

dimensioneze imbinarea, daca tablele si niturile sunt confectionate din acelasi

material.

i —
SN

" d F
“ e Q0
F / F
p
a)
Figura 6.4

In imbinare apar urmdtoarele solicitari principale: forfecarea nitului,
tractiunea tablelor, forfecarea tablelor, strivirea. Cand forta este perpendiculara
pe sectiunea de rupere solicitarea este la tractiune, iar cand forta este paraleld se

produce solicitarea la forfecare.

Calculul niturilor la forfecare
Niturile sunt solicitate la forfecare in planul de separatie dintre table,

sectiunea 1 din figura 6.4. Pe fiecare din cele z nituri actioneaza o forta taietoare:

F
T =— (6.13)
z
Tensiunea tangentiala care ia nastere este:
i A nd? z '

Aceasta nu trebuie sa depaseasca tensiunea admisibila si prin urmare:
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4 F

— <1 (6.15)
nd? z
Din relatia (6.15) rezulta numarul de nituri:
4F
22— (6.16)
nd“t,
Inlocuind valorile date se obtine:
3
4 10 10
z2—————=159 (6.17)
n 10° 80

Se adopta un numar intreg de nituri, z = 2 nituri.

Calculul tablelor la tractiune
Sectiunea periculoasd pentru solicitarea la tractiune este secfiunea 2, cea
care trece prin centrele gaurilor (vezi figura 6.4). Daca latimea tablei este L
atunci sectiunea poate fi calculata ca:
A;=Lt-ztd (6.18)
Tensiunea normala este:

N F

°TA, U(L-zd)

(6.19)

Tablele rezista la tractiune daca tensiunea nu depaseste tensiunea admisibila:

F
< 6.20
t(L-zd) 2 (6.20)
de unde:

F
L2—+zd (6.21)

to,

Inlocuind valorile date se obtine:
>10 10° +2 10=12833 (6.22)
“8 150 — o '
Tinand cont de faptul ca (vezi figura 6.4):

L=2p (6.23)
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se determina pasul nituirii:

p=—72 14]17mm (6.24)

Valoarea indicata de relatia (6.24) reprezintd valoare minima, stabilitd din
conditiile de rezistentd. Aceasta este prea mica din punct de vedere tehnologic,
deoarece capul niturilor (sau 1n cazul unor imbindri cu suruburi piulitele
suruburilor) trebuie sa fie suficient de departate pentru a permite accesul sculelor
de montare (capuitor pentru nituri, cheie pentru suruburi). Practic se vor adopta

valori mai mari pentru p si L care sa satisfaca la conditiile de montaj.

Calculul tablelor la forfecare
Dacd nitul este montat prea aproape de marginea tablei, materialul din
spatele sdu poate fi dislocat prin forfecare. Cele doua sectiuni de forfecare
corespunzatoare fiecdrui nit au fost marcate cu 3 in figura 6.4. Suprafata totala de
forfecare din imbinare este:

Ag =2zte (6.25)

Forfecarea tablei in lung, In dreptul marginii niturilor nu are loc daca:

T —_ T .
2 2 8 80 ’ '

Din punct de vedere tehnologic aceastd valoare este nesatisfacdtoare
(practic gaura "cade" partial Tn afara tablei). Valoarea trebuie sa fie mult marita
astfel incat capul nitului sau piulita surubului sa aiba loc in intregime pe tabla.
Calculul la strivire

Asa cum s-a precizat anterior pentru un nit aria conventionald de strivire
este data de relatia:

Ay, =td (6.28)

Tensiunea efectiva de strivire este:
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L
z

F
=—"—=— 6.29
Oef str Ay ztd ( )
Inlocuind valorile numerice, rezulta:
3
10 10
Ocfstr =5 ¢ 10 62,5MPa (6.30)

deoarece g < [, o = 300 MPa Tmbinarea este verificata la strivire (Intre tabla

si nit nu se produce strivirea).

6.4.2. Calculul conventional al imbindrilor sudate

Imbinarile sudate sunt extrem de utilizate, datorita avantajelor pe care le
prezintd: economie de material, pret de cost redus, economie de timp,
posibilitatea executarii in locuri unde nituirea ar fi imposibila, etc. Principalele
dezavantaje pe care aceste imbindri le prezinta sunt: necesitatea folosirii unor
sudori specialisti pentru executarea sudurii, protejarea sudorului de radiatiile
arcului electric si de degajarile de gaze toxice este numai partiala, controlul
calitatii sudurii este dificil (cu raze X, [, etc.), nivelul ridicat al tensiunilor
remanente, care sunt prezente in material si in absenta sarcinilor. Prezenta acestor
tensiuni remanente scade capacitatea portantd a structurilor sudate si produce
deformarea acestora in absenta sarcinilor, inrautdteste sensibil comportarea la
solicitari variabile si la coroziune.

Se pot realiza structuri utilizand diverse tipuri de imbinari sudate. Dupa
pozitia cordoanelor de sudurd in raport cu piesele pe care le Tmbina se intalnesc:

- suduri cap la cap (figura 6.5a). La acest tip de imbinari cordonul de
sudura este solicitat numai la tractiune. Grosimea cordonului de sudura 1n acest
caz este egala cu grosimea pieselor de Tmbinat (in cazul sudarii cap la cap a unor
piese avand aceeasi grosime) sau egala cu grosimea piesei celei mai subtiri (in
cazul sudarii cap la cap a unor piese de grosime diferitd);

- imbinari prin simpla suprapunere (figura 6.5b);

- Tmbinari cu sudura laterala sau cu eclise (figura 6.5¢);
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- imbinari cu sudura de colt (figura 6.5d).
Majoritatea cordoanelor de sudurd sunt supuse la solicitarea compusa de
forfecare cu tractiune. Numai pentru sudura cap la cap cordonul se calculeaza

la tractiune.

!

£

()
~

Figura 6.5

In calculul conventional al imbindrilor sudate se admite cd sectiunea
transversala a cordonului (figura 6.6) este de forma unui triunghi dreptunghic

isoscel (sudura platd).

-~ O )
A\ —

Detaliul A

b)
F/2 >
T,

Figura 6.6
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Conventional, cordonul de sudurd se calculeaza numai la forfecare,
considerand forta tdietoare 7 ca fiind egald cu intreaga forta repartizatd pe
cordon. Din figura 6.7 se observa ca aria de forfecare a unui cordon este:

Ap=a Lg (6.31)

unde

t
a=—==0,7t 6.32
5 (6.32)

A=L=a

Figura 6.7

Conditia de rezistentd pentru sudura cu doua cordoane din figura 6.6 poate
fi scrisa astfel:

T F
T = A_f = Za—L < Tas (633)
S

Tensiunile admisibile pentru sudura se adopta in functie de tensiunea admisibila
pentru materialul de baza (al tablelor): ¢, =0,80,; 7,,= 0,65+,.

Deoarece cordonul de sudura nu este de calitate la capetele sale (regiuni
unde are loc amorsarea si respectiv dezamorsarea arcului electric), lungimea sa

de calcul se considera mai mica decat cea reala:
L;=L-2a (6.34)

Din relatiile de mai sus se determind de obicei lungimea cordonului L:

171



F
Lz2——+2a (6.35)
2a Ty

6.4.3. Calculul conventional al imbindrilor cu adezivi

Aceste Tmbindri sunt si vor fi tot mai raspandite datoritd numeroaselor
avantaje in comparatie cu celelalte metode clasice de Tmbinare si anume: permit
realizarea unor structuri mai usoare, prezintda un nivel redus al tensiunilor
remanente (in consecintd au o comportare imbunatatita la solicitari variabile, la
coroziune si deformatii mici in absenta sarcinilor), consum redus de energie,
permit imbinarea celor mai diverse materiale chiar si a materialelor nesudabile,
se efectueaza la temperatura ambiantd sau la o temperaturd moderatd astfel ca
materialele sunt putin afectate termic, pot imbina piese de cele mai diferite forme
si dimensiuni (ansamblul elementelor imbinate putdnd atinge mase de sute de
kilograme sau mai modest de sutimi de gram), nu sunt necesare n general utilaje
speciale costisitoare si nici personal cu calificare speciala, simplitatea Intretinerii
in exploatare, etc.

Principalele dezavantaje ale adezivilor sunt: pret ridicat, modificarea in
timp a caracteristicilor mecanice (datoritd fenomenului de "imbétranire"),
prezinta fluaj la temperatura mediului, trebuie sd fie manevrati cu atentie, multi
dintre ei fiind toxici, Tmbinarile cu adezivi sunt mai sensibile la socuri.

Imbinarile adezive realizate prin simpld (figura 6.8a) sau dubli
suprapunere, cu eclise, etc., pot inlocui cu mult succes imbinarile sudate sau cele
realizate cu nituri. Exceptind un numar redus de Tmbinari, la majoritatea adezivul
este supus in special la forfecare. Intr-o imbinare adeziva tensiunile sunt
distribuite dupa curba lantisorului (sunt mai mici in zona centrald si mai mari la
capete).

Se va prezenta in continuare calculul de rezistentd pentru trei tipuri de
imbindri adezive. Acest calcul conventional se bazeaza pe ipoteza cd tensiunile

tangentiale sunt uniforme in tot volumul stratului de adezivului.
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Calculul imbinarilor realizate prin simpla suprapunere
Este tipul de imbinare cel mai des intdlnit in practici. In acest caz

suprafata de forfecare a adezivului este (vezi figura 6.8a):

Af =L 1 (6.36)
F
7
1 adeziv
H “\\Rw
I F
— L
F
a) h)
adeziv
i
imicd
Figura 6.8

Pentru ca stratul de adeziv, solicitat la forfecare, sa reziste este necesar ca
tensiunea tangentiald din strat sd nu depaseasca tensiunea admisibila a adezivului
Tad~

T F

T=—""=

Af L 1

<1y (6.37)

Din aceastd conditie se determind lungimea de suprapunere a tablelor 1:
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F
L Tad

I 2 (6.38)

sau se poate determina forta capabila F,p [J L1 [l pe care o poate suporta

imbinarea adeziva.

Calculul imbinarilor adezive cap la cap

Imbinarile cap la cap (figura 6.8b) realizate cu ajutorul adezivilor sunt mai
putin recomandate avand in general o rezistenti mai redusd. In cazul acestor
imbinari stratul de adezivul este supus la tractiune. Tensiunea normald care apare
in stratul de adeziv nu trebuie sd o depdseasca pe cea admisibild, deci:

N 4F

c=—=—"5>< o0 (6.39)
Ay nd? ad

Forta capabila pentru o astfel de Tmbinare poate fi determinata din relatia:

2
d
Feap < % (6.40)

Calculul imbinarii adezive realizata intre o bucsa cu o tija
Pentru Tmbinarea prezentata in figura 6.8c suprafata de forfecare a

adezivului este:

Ap=mn d I (6.41)
iar din conditia de rezistenta:
_T_F_F 642
TAr T Ap mdl A ‘

(6.43)
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CAPITOLUL 7

TORSIUNEA BARELOR
DE SECTIUNE CIRCULARA

7.1. Consideratii generale

Scopul acestui capitol este prezentarea calculelor de rezistenta si de rigiditate
pentru cazul barelor drepte de sectiune circulara supuse la torsiune (rdsucire).
Asa cum s-a precizat in paragraful 2.5 o bard dreapta este solicitata la
torsiune daca efortul din sectiunea transversald este un moment M, care, in
reprezentare vectoriald, este dirijat dupa axa Ox (aleasd conventional pe directia
axei barei). Practic are loc deformarea barei sub actiunea unor cupluri de forte
cuprinse in plane perpendiculare pe axa geometricd a acesteia, iar suporturile
fortelor nu intersecteaza axa.
Sunt solicitate, de exemplu, la torsiune tijele unor chei tubulare, pentru
strangerea sau desfacerea suruburilor. De asemenea sunt supusi la torsiune si

incovoiere arborii pe care sunt montate rotile dintate, rotile de curea, etc. Cu
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ajutorul acestora se realizeaza unele transmisii prin intermediul carora se face

actionarea masinilor si mecanismelor.

7.2. Deformarea barelor solicitate la torsiune

Fie o bard dreapta de sectiune circulard, la suprafata careia se traseaza o
retea de directoare §i generatoare. Se solicita bara la torsiune. Dupa aplicarea
momentului de torsiune M,, ochiurile retelei vor suferi doar deformatii unghiulare
(vezi figura 7.1b) ceea ce demonstreaza prezenta tensiunilor tangentiale 7.
Experimental se arata ca:

- lungimea barei I nu se modifica;
- distantele dintre sectiunile transversale raman aceleasi, ceea ce arata ca nu

apar tensiuni normale;

[ L] ]]
[
N U O 2
N N

1 1
a) b)

Figura 7.1

- sectiunile plane si perpendiculare pe axa longitudinala a barei Tnainte de
deformare (cercurile) rdman plane si perpendiculare pe axa barei si dupa
deformare. Prin urmare sectiunile transversale nu se depaneaza (ceea ce confirma
ipoteza lui Bernoulli) si se rotesc numai una fatd de alta.

In paragraful 3.1.6. s-a prezentat faptul ca in urma solicitarii la torsiune a
epruvetelor din materiale tenace, rezultd o diagramd M, -¢@ . Pornind de la aceasta

diagrama se poate trasa curba caracteristica in coordonate 7y (vezi figura 3.18).
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Portiunea initiald a diagramei este rectilinie si Tn aceastd regiune este valabila
legea lui Hooke (relatia 3.18).

La calculul barelor supuse la torsiune (rdsucire) vor fi admise urmatoarele
ipoteze:

- bara este dreapta si de sectiune circulara;

- sectiunile nu se deplaneazd in urma solicitarilor (se verificd ipoteza lui
Bernoulli);

- deformatiile sunt elastice i mici;

- materialul barei este omogen, izotrop si asculta de legea lui Hooke.

Pentru calculul deformatiilor se considera bara din figura 7.2a, de sectiune
circulard cu raza R, Incastratd la o extremitate si actionatd in capatul liber de
momentul de torsiune M,. Efortul este constant pe toatd lungimea barei: My = M;.
In urma deformatiei generatoarea BC de pe suprafata laterala a barei se roteste cu
unghiul y si ajunge in pozitia BC (y reprezintd deformatia unghiulara pe
suprafata cilindrica exterioard a barei). Sectiunea CC’ situatd la distanta x de
capatul incastrat se roteste cu unghiul ¢ fatd de sectiunea din incastrare, iar
sectiunea BB’ situata la distanta x+dx se roteste fatd de aceeasi sectiune cu
unghiul g+dp.

Se aplica metoda sectiunii §i se izoleaza din bara un element de lungime
dx (figura 7.2b). In ipoteza deformatiilor mici se poate scrie:

arc(A'A") B Rdo
dx T dx

tgy =y = (7.1)
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dx

C . A
C A
/ A’ ¢
0
0 do NO
R
b)
c)
Figura 7.2
Se noteaza cu:
do
— = 7.2
i (7.2)

unghiul de rotire specifica (unghiul cu care se rotesc una fatd de alta doua
sectiuni transversale, dacd distanta dintre ele este egala cu unitatea) si se masoara
in [rad/m].
Din relatiile (7.1) si (7.2) rezulta:
Y=0-R (7.3)
Se observa ca lunecarea 7y este maxima la suprafata si este proportionald cu
raza (vezi figura 7.2c) deoarece:

arc(A'A") B arc(DD")
R B r

(7.4)

Aceste observatii indreptatesc ipoteza cd §i tensiunea tangentiala T este
proportionala cu raza si, in consecinta, atinge valoarea maxima la raza R.
Din legea lui Hooke (vezi relatia 3.18) avem:

=Gy
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si tindnd cont de relatia (7.3) rezulta:
T(R)=G-6-R (7.5)
La raza curenta r tensiunea tangentiald va fi data de:
T(r) = G-Or (7.6)
Relatia (7.6) aratd cad tensiunea tangentiald este distribuitd liniar pe
directia razei: tensiunea tangentiald este nuld in centru de greutate al barei (lar =

0), variazd liniar cu raza r si este maxima pe conturul sectiunii, asa cum este

reprezentat in figura 7.3a.

Figura 7.3.

Pentru solicitarea de rasucire raméne valabild doar una din cele sase ecuatii

de echivalenta si anume relatia (2.19):
M, = fAT r dA

Tinand cont de relatia (7.6) ecuatia de echivalenta devine:

M,=G 0 [,r"dA=G 0 I, (1.7)
Din ultima relatie se poate scrie:
M
0=—17 7.8
ar, (78)

unde: I, - momentul de inertie polar dat de relatia (1.9);
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G — modulul de elasticitate transversala.

Se observa ca deformatia la rasucire este cu atat mai mica cu cat produsul
GI,, este mai mare. Ca urmare acest produs poartd numele de modul de rigiditate
la torsiune al barei cu sectiune circulara.

Tinand cont de (7.2), pentru deformatii mici se poate scrie unghiul de

rotire al sectiunii transversale:

0=0 1
sau Tnlocuind relatia (7.8):
_ Ml (7.9)
*ar, '

Relatia (7.8) poate fi folosita pentru calculul din conditia de rigiditate
(dimensionare sau verificare), limitand astfel deformatiile si nu tensiunile. Ea se
mai numeste criteriul de rigiditate. Astfel:

- pentru dimensionare se calculeazd diametrul barei impunind conditia ca
rotirea specificd maxima sa nu o depaseasca pe cea admisibila:

0<0,
(7.180)

- in calculul de verificare toate marimile sunt cunoscute si se verifica doar
daca este satisfacuta inegalitatea (7.10).

Unghiul de rotire specific admisibil se ia functie de regimul de lucru al

arborelui (0, = (0,15.....0,3)°/m).

7.3. Calculul tensiunii tangentiale

Relatia (7.8) mai poate fi scrisa:

M X
GO = (7.11)
IP
Inmultind ambii termeni cu r si tinind cont de (7.6), rezulta:
M, r
(r) = (7.12)
IP
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Pe conturul barei, pentru r = R, se poate scrie:

M, R M,
1(R) = =7 (7.13)
I, Ip
R
Tensiunea tangentiala maxima se calculeaza cu relatia:
MX
Tmax = T(R) = (7.14)
Wp

unde: W, - modulul de rezistenta polar dat de relatia (1.22).

Relatia (7.14) poate fi folosita pentru calculul din conditia de rezistenta
(dimensionare sau verificare), limitand tensiunile din bara. Ea se mai numeste
criteriul de rezistenta. Astfel:

- pentru dimensionare se calculeaza diametrul barei impundnd conditia ca
tensiunea tangentiala maxima sa nu o depaseasca pe cea admisibila:
Tmax S Ta (7.15)

- in calculul de verificare toate marimile sunt cunoscute si se verifica doar
daca este satisfacutd inegalitatea (7.15).

In relatia (7.15) Tpax = |’C(R) | reprezintd tensiunea tangentiald in
sectiunea (sau regiunea) periculoasd, care se stabileste in urma trasarii

diagramelor M, si AR).

Observatie:

Pentru calculul de dimensionare relatiile (7.10) si (7.15) vor furniza doua
valori pentru aceeasi marime (diametrul barei). Rezolvarea problemei consta
in alegerea valorii celei mai mari din cele doua, intrucdt aceasta va satisface

ambele conditii.
7.4. Sectiunea rationala

Analizand repartitia din figura 7.3a, din punctul de vedere al solicitarii

materialului pe intreaga sectiune transversald, se observa ca tensiunile tangentiale
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din vecindtatea centrului de greutate al sectiunii sunt nule sau aproape nule, fapt
care implica o utilizare nerationald a materialului. Utilizarea rationald a
materialului se realizeaza la barele de sectiune circulara inelarda. Repartitia
tensiunilor 7 pentru sectiunea circulard inelard este prezentata in figura 7.3b. Se
observd ca diferenta dintre tensiunea maxima §i cea minima este micd ceea ce
inseamna ca aproape tot materialul de pe sectiunea transversala este folosit
optim. Gaurirea barelor pe lungimi mari este insa scumpd si in consecintd
asemenea arbori sunt rareori utilizati. Daca peretii barei tubulare sunt prea
subtiri, atunci distrugerea se produce prin voalarea peretilor barei (flambaj la
torsiune) si nu prin depasirea tensiunii de rupere T,. Arborii de sectiune circulard

plina au insd deformatii mai mici (sunt mai rigizi).

7.5. Calculul momentului de torsiune cunosciand puterea si turatia

Este prezentat calculul momentului de torsiune, functie de putere si turatie,

la motoarele electrice, cu ardere interna, etc.

De la fizica se cunoaste expresia puterii ca fiind :

P=Fv (7.16)

In miscarea circulard uniforma:
V=0T, ®=2-Tn (7.17)

Din relatiile de mai sus rezulta:
P=(Fr)2mn (7.18)

Dar F-r = M si prin urmare din relatia (7.18) se poate scrie:

M, =— T (7.19)
" 21 n )

In relatia (7.19) marimile sunt exprimate in unititile S.I, adica:
M, - momentul de torsiune in Nm;
P — puterea in W;

n - turatia in rot/sec.
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Daca turatia este in rot/min membrul drept al relatiei (7.19) trebuie sa fie
inmultit cu 60 si, dupa simplificare, se obtine:

30 P P
M;=— —=955—- (7.20)
T N n

unde: M; in Nm, P in W si n in rot/min.
Relatia (7.20) poate avea in membrul din dreapta diversi coeficienti, care

provin din utilizarea altor unitati de masura.
7.6. Energia potentiala de deformatie

Pentru cazul in care apar tensiuni tangentiale, energia de deformatie se

calculeaza cu relatia (4.16):

2
T
U= jv%dv (7.21)

in care tensiunea tangentiala este datd de relatia (7.12). Inlocuind aceasti relatie

in (7.21) se obtine succesiv:

lei N
U= dx [y rdA (7.22)
02G12 *
1 1\/{2
U= [—%dx (7.23)
02GI,,

Relatia (7.23) permite calculul energiei de deformatie Tnmagazinatd de
catre o bara dreapta de sectiune circulara solicitata la torsiune.
Daca M, = const. pe toata lungimea barei, relatia (7.23) devine:
Ml
- 2GI,

(7.24)

iar dacd bara are n regiuni, energia totald se determind prin insumarea energiilor

corespunzatoare fiecdrei regiuni, adica:

U= 2U; (7.25)
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Aplicatii
1) Arborele unui electromotor transmite o putere de 200 kW, la turatie de
250 rot/min. Sa se determine diametrul arborelui, stiind ca 1, = 40 MPa.
Momentul de torsiune se determind cu relatia (7.20), iar tensiunea

tangentiald maxima este datd de relatia (7.14). Pentru sectiunea circulard plina

3
T
modulul de rezistenta polar este: W, = BT Facand inlocuirile rezulta:

30 P 16 (7.26)
T =— — —Fx :
max B n nd?’
Punind conditia (7.15), ca tensiunea maximd sa nu o depdseascd pe cea

admisibila, (T, < T,) rezulta:

30 16 P < (7.27)
= 7 <q )
> n d° 4
sau
30 16 P
d= 2 2 99mm (7.28)
T n T,

Se adopta d = 10 mm.

2) Se considerda un arbore in doua variante constructive: cu sectiune
circulard plina (figura 7.4a) si cu sectiune circulara inelara (figura 7.4b), pentru
sectiunea circulara inelard raportul diametrelor fiind d./d; = 2. In ambele variante
lungimea arborelui, puterea §i turatia sunt aceleasi. De asemenea se considera ca
in ambele variante constructive se utilizeaza acelasi material (deci arborii au
aceleasi constantele de material T, , ¥ 51 G). Sa se dimensioneze cei doi arbori (pe

baza criteriului de rezistentd) si sa se determine raportul greutatilor G/G.
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Figura 7.4

Raportul greutatilor va fi:

Gy v Vi v A 1 A

- - - (7.29)
Gy, v Vo v Ay 1 Ay
Cu:
U
1= 4 >
) ,  (7.30)
Ay =Ela2-a?)=Za2ic Sy Ly j=Zadi)? =3t
g e TN 41 4
Inlocuind in relatia (7.29) rezulta:
Ay md® 4 1 d
L= (=) (7.31)

Ay 4 3 34

Conform relatiei (7.19) momentul de torsiune transmis de cei doi arbori
este acelasi.
Pentru arborele cu sectiunea circulara plina diametrul determinat cu

criteriul de rezistenta este:

M, 16

My _ < 1

Wi ' nd? :
16M

d= 33— (7.32)
T,
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Pentru arborele cu sectiunea circulard inelara modulul de rezistentd polar se

4 4
n(d. -d;)
determind cu relatia: W, = #, iar diametrul din criteriul de rezistenta
€

este:

M, 16 d,  16M, d, 1 16M, 2 2 16M,

Wpa n(dg -dt)  ndd di (e ey, nd? 24-1 15 pa}

d:

1

d: > 5 2 1M, (7.33)
YIS @y '
Inlocuind (7.32) si (7.33) in relatia (7.31) se obtine:

Gy 1 16M; 15
—— == — = = 1,28 (7.34)
G, 3 @, 2 16M;

Rezultatul obtinut arata ca, pentru un raport d. / d; = 2, greutatea arborelui
de sectiune circulara plind depaseste cu circa 28% pe cea a arborelui de sectiune

circulara inelara.

3) Momentele de torsiune sunt aplicate de obicei arborilor prin intermediul
rotilor dintate, a rotilor de curea sau de lant. Latimea acestor roti fiind foarte mica
in raport cu lungimea arborelui, momentele de torsiune pot fi considerate
concentrate. Pentru arborele de otel din figura 7.5a sa se traseze diagramele M,
T(R) si 0.

Dacid M, = 3 kNm, 1 = 250 mm, 1, = 80 MPa, G = 810" MPa, sa se

dimensioneze arborele (D = 1,3d).
Rezolvarea problemei cuprinde mai multe etape, prezentate in continuare:

1. Trasarea diagramei de efort

Pentru trasarea diagramei de efort se vor parcurge urmatoarele etape:
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Figura 7.5
1.1. Determinarea reactiunilor

Deoarece bara este solicitatd numai cu momentele de torsiune, reactiunea
care apare in Incastrare este tot un moment de torsiune. Aceasta poate fi
determinatd din urmatoarea ecuatie de echilibru, pentru care s-a ales in mod
arbitrar ca pozitiv sensul momentului M;:

M; + 2M; - 4M; + M;; =0 = M, = M,

Observatie:

Pentru barele in consola etapa figurarii §i determinarii reactiunilor este
optionala. La aceste bare calculul reactiunilor poate fi evitat daca, dupa

sectionare, se retine mereu portiunea de bara dinspre capatul liber al barei.
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1.2. Impartirea barei in regiuni §i efectuarea sectiunilor in fiecare
regiune

Pe bara din figura 7.5 sunt trei regiuni pe care s-au facut sectiunile x;, X,, Xj.

1.3. Trasarea diagramei M,
Luind in considerare tot timpul portiunea de arbore din stdnga sectiunii

eforturile in cele trei regiuni ale barei sunt:

x; € [0,1] Mi(x1) = M,
x3 € [0,1] M(x3) = M; + 2M; - 4M; = -M,

Cu aceste valori se traseaza diagrama My prezentatd in figura 7.5b.

Observatie:
In sectiunea in care asupra barei actioneaza un moment concentrat
(sarcina sau reactiune), in diagrama M, apare un salt, egal in modul cu acel

moment. Aceastd observatie permite o verificare rapida a diagramei.

2. Trasarea diagramei %R)

Tensiunile tangentiale maxime se determind cu relatia (7.14), unde M
este momentul de torsiune luat din diagrama trasatd mai sus. Pentru cele trei
regiuni se poate scrie:

Woi nd? nd?
16

(x;)=11 =

(X)) =1y = = =
Wo, 113d)° L]
16
xa) =Ty =y =g

P1

Diagrama T(R) este prezentata in figura 7.5c.
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3. Dimensionarea arborelui
Din diagrama T(R) se alege tensiunea tangentiala maxima in modul. In

cazul prezentat aceasta este Tn regiunea a doua a arborelui:

Tax = max( | 1) [, [1x2) [, [71(x3) ) = 7(x2)
. 21,8M,
deci Tmax = 7

Pentru dimensionare se impune conditia (7.15), ca tensiunea Tpax S& nu

depaseasca T,:

21 8& <1t
" nd? ‘
de unde rezulta:
3 21,8 M;

T,

Inlocuind valorile numerice 1n ultima inegalitate rezulta:

5218 3 10°
d2{="— 2 638mm
(L

Se adopta d = 65 mm.
4. Trasarea diagramei ¢
La fel ca la solicitari axiale, deplasarile absolute sunt raportate la un
sistem de referinta fix, cu originea in incastrare. Rotirile sunt calculate cu relatia
(7.9).
In incastrare deplasarile sunt nule si deci @1 = 0. Rotirea sectiunii 2 fata de
sectiunea 1 este o rotire absoluta, fiind raportata la sistemul fix cu originea in 7:
021 =0y = M;(x3) 1 _ M;l _ _32Mt1
Gl nd*  Grd*
32

Rotirea sectiunii 3 fatd de 7 va fi suma dintre rotirea absoluta ¢, si cea

relativa ¢, (rotirea sectiunii 3 fata de sectiunea 2):
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M, (x)21
Gl
32M,1 32 3M,21 3522M,l
N _

" Gnd*  Gr(13d)*  Grd*

P3.1= 93= QPr+0P3.5 =0+

Similar se determina rotirea sectiunii 4 fata de 7:

M (x3)l
Gl
3522M,1 32M,1 67,22M,l

= —+ =

nGd*  nGd*  nGd*

P41 =04 =03 +043 =03+

Inlocuind in expresiile rotirilor valorile numerice rezulta:

180
¢, =0,0053rad = 0,00537 = 0,3%

¢3 = 0,0058rad = 0,33
¢4 =0,011rad = 0,64°.

Pentru trasarea diagramei rotirilor (figura 7.5d) se vor figura punctele de
ordonatd ¢, ¢, @; si @y care apoi vor fi unite cu segmente de dreaptd (deoarece
unghiul de rotire depinde liniar de lungimea portiunii de bard). Se reaminteste
faptul ca aceastd diagrama trebuie sd fie continud, fard salturi, din motive de

continuitate a deformatiilor.

7.7 Probleme static nedeterminate

Ca si in cazul solicitdrilor axiale, in practica se pot intilni adesea bare supuse
la torsiune care sd se prezinte ca sisteme static nedeterminate (numarul
necunoscutelor este mai mare decat numarul ecuatiilor). Pentru ridicarea
nedeterminarii ecuatiile de echilibru se completeazd cu ecuatii Intre

deformatii. Se prezintd in continuare doud exemple.
Aplicatie

1) Se considera bara de otel dublu Incastratd, supusa la torsiune (figura

7.6a). Sa se dimensioneze daca M; = 4kNm, T, = 80 MPa (raportul D/d = 2).
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Rezolvare
Deoarece sarcinile care actioneaza asupra barei sunt numai momente de
torsiune, reactiunile vor fi de asemenea numai momente de torsiune My; si My, a

caror sens a fost figurat arbitrar in figura 7.6a.

My M, 3M,

| /T \ Y \:
! | i My
! / o)1) /
PR LN/
] ! X3 1
e
1 31/2 21
1,128-M;
0,128-M, i
||||m||||| "
el
|||I||||||II|| b)
W ,872'Mt
2,256-M/nd’
iiom| 9 N\H\H\-
........ C)
........ | ||||||||||||| ”””m“““

3,744-Mynd’

Figura 7.6

Deoarece vectorii M, sunt coliniari, orientati pe axa barei, poate fi scrisa o
singurd ecuatie de echilibru. Adoptand sensul lui M; ca fiind pozitiv, rezulta:

Mt1+Mt-3Mt+Mt4:O
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Avand o ecuatie $i doua necunoscute, problema este simplu static

nedeterminatd. Este necesard o ecuatie suplimentara pentru a forma un sistem

compatibil, ecuatie care se obtine in urma studiului deformatiei sistemului. Acest

studiu poate fi facut aplicaind metode geometrice (de compatibilitate geometrica a

deformatiilor) sau metode energetice.

In exemplul propus pentru ridicarea nedeterminarii se va aplica o metoda

geometricd. In acest sens se face observatia ca rotirile in sectiunile 1 si 4 sunt

nule @ = @, = 0. Altfel spus, rotirea sectiunii 4 fata de sectiunea 1 este nula,

adica: QP41 =Ps=Q21+ P32+ Py3 = 0.
Tinand cont de relatiile de calcul ale rotirilor rezulta:

M (x1)l M;(xp) 31 Mit(x3)
P4-1="G1 TG, 27 aI
pl p2 p2

21=0

Momentele de torsiune in cele trei regiuni ale arborelui sunt:
M (x1) =My
M (x9) =M +M;
M, (x3) =My +M; -3M; = M;; -2M;
iar momentele de inertie polare ale celor doud tronsoane sunt:

nd* n(2d)*
PL™ 33 2="5
Inlocuind in (7.35) rezulta:
My Mg +M, §+ My -2M,
I 16 Iy 27716 I

I

=0
pl

dupa efectuarea calculelor se obtine:
32-M;; +3(My; + My +4(M,; - 2M) =0
de unde:
My =th =0,128 M;
39

Din ecuatia de echilibru se calculeaza cea de a doua reactiune:
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73
M, = 1872 M,

5
My =2M-My = (2-25)M, 139

39
Din calcule ambele reactiuni au rezultat pozitive, ceea ce inseamna ca
sensul ales initial este corect.
Pentru trasarea diagramei de moment de torsiune se Inlocuiesc valorile
gasite pentru reactiuni in expresiile eforturilor (relatiile 7.36). Rezulta:
M(x;) = 0,128-M;;
M(x,) = 1,128-M;;
M(x3) =-1,872-M;
Valorile obtinute sunt reprezentate grafic in diagrama din figura 7.6b.
Tensiunile tangentiale maxime (la suprafata barei) se vor determina cu relatia

(7.14). Modulele de rezistentd polare ale arborelui pe cele trei regiuni sunt:

w oo _md®
Pr™d " 16

2
W —w. .2 _md®
P27 P37 4 27

Tensiunile tangentiale pe regiuni pot fi scrise astfel:

M,(x;) 16 0,128M, M,
T(X1) = = =2,048—=
1 W 3 3
P nd nd
M 1,128 2 M M
T(x2) = Vtv(xz)= T =2.256—
Py nd nd
M, (x -1,872 2 M M
H(xg) = oX3) Lo 3744—L
3 W 3 3
P3 nd nd

Diagrama tensiunilor tangentiale AR) este prezentata in figura 7.6c.

Stabilirea dimensiunilor sectiunii transversale se face din conditia ca
tensiunea maxima Tn modul s nu depaseasca pe cea admisibild. Se observa din
figura 7.6¢ ca tensiunea este maxima Tn modul in regiunea a treia, care este si

regiunea periculoasa. Prin urmare:
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‘ 372420 | <
T =|-3,744—| <1
max TEdS a
de unde:
3,744M,
d=z 3| mnr,
sau
53744 4 10°
ds 2  39,06mm
80

Se adopta d = 40 mm. Deoarece D = 2d, rezultd D = 80 mm.
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CAPITOLUL 8

SOLICITAREA DE INCOVOIERE

8.1. Consideratii generale

Dupa cum s-a aratat in paragraful 2.9, solicitarea de incovoiere poate fi
incovoiere pura si incovoiere simpla. Prin incovoiere pura se intelege deformarea
unei grinzi produsd de un sistem de forte static echivalente care produc in
sectiunea transversald un moment incovoietor, la carui vector este dirijat dupa
una din axele principale ale sectiunii transversale. In cazul solicitirii de
incovoiere simpla in sectiunea transversald a grinzii apare pe langa un moment
incovoietor si o forta tdietoare. Solicitarea la incovoiere pura este o solicitare
simpla. In practica se intalneste frecvent solicitarea la incovoiere simpld care, in
multe situatii (de exemplu cazul barelor lungi cu sectiune masiva), poate fi
asimilata cu o solicitare simpla.

In cazul incovoierii pure, in sectiunea barei apare numai unul din eforturile
M, sau M, (prezenta simultand a eforturilor M, si M, se produce in cazul

solicitarii compuse la incovoiere oblica). La Incovoiere, axa Oy se considera
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pozitiva in jos datorita faptului ca majoritatea fortelor exterioare (sarcini) provin
din greutdti si sunt orientate in aceasta directie. Deplasarile in sensul axei Oy sunt
considerate pozitive.

Grinzile solicitate la incovoiere pot fi Incdrcate cu forte si momente
concentrate sau distribuite. Fortele distribuite pot sd provina din greutatea proprie
a grinzii, actiunea presiunii (de exemplu asupra aripii de avion, paletelor de
turbina, etc.), a fortelor de inertie (cum apar in cazul bielei unui motor cu ardere

interna, a elicelor de avion sau elicopter, etc.).

8.2. Studiul deformarii grinzilor

Se studiazd deformatia unei grinzi, avand trasata la suprafatd o retea de
drepte ortogonale la distante egale (figura 8.1a). Dreptele perpendiculare pe axa
grinzii vor reprezenta sectiunile transversale, iar cele paralele cu aceasta vor
sugera fibrele longitudinale Grinda este supusa la incovoiere purda. Se observa ca:

- liniile longitudinale (generatoarele) se deformeaza dupa arce de cerc. Din
figura 8.1b se observa ca la partea inferioard a grinzii (de la exteriorul curburii)
reperele se indeparteazd, iar la partea superioard (la interiorul curburii) se
apropie. Rezulta ca fibrele de la exteriorul curburii sunt tractionate, ( a> a, ), iar
cele de la interior comprimate (a; < a, ). Zona tractionatd este separata de cea
comprimata prin planul neutru. Acesta contine axa neutrd, care uneste centrele
de greutate ale sectiunilor transversale. Fibrele din planul neutru nu isi modifica
lungimea dupa deformarea barei ( ay = constant);

- sectiunile transversale raman plane si se rotesc, fiind normale pe
generatoarele deformate, confirmand astfel ipoteza lui Bernoulli pentru

incovoierea pura.
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a)

b)

Figura 8.1

In fibrele supuse la solicitdri axiale (tractiune sau compresiune) apar
tensiuni normale. in planul neutru tensiunile normale sunt nule, deoarece
alungirea fibrelor din acest plan este nuld. Latimea grinzii deformate se
micsoreazd in partea intinsd si se mareste Tn cea comprimatd, dar ramane

constanta in planul neutru.

8.3. Calculul tensiunilor normale.

Formula lui Navier

Pentru deducerea relatiei de calcul a tensiunilor normale la solicitarea de

incovoiere vor fi parcurse urmatoarele etapele:

1. Stabilirea legii de variatie a alungirilor specifice pe sectiunea

transversald a barei, admitind ipoteza lui Bernoulli

Se vor determina tensiunile normale din sectiunea unei grinzi drepte
prismatice (se admite ca raportul intre lungimea grinzii §i Tnaltimea sectiunii este
1/h > 5) supusa la incovoiere purd (figura 8.2). Pentru determinarea tensiunilor se

considerd ca materialul grinzii este omogen si izotrop, cu caracteristica liniar-
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elastica, adica admite legea lui Hooke. Momentul incovoietor este constant pe

lungimea grinzii: M, (x) =M = const., iar toate celelalte eforturi sunt nule. in

sectiunea grinzii apar numai tensiuni normale O.

do axa neutra

Figura 8.2

Se izoleaza un element de grinda dreapta de lungime dx (figura 8.2a).
Elementul este raportat la un sistem de referinta Oxyz, axa Ox fiind orientata in
lungul grinzii, iar Oy constituie axa principala centrala de inertie situata in planul
fortelor. Se face studiul deformatiei elementului, cand grinda este supusa la
incovoiere purd. Prin solicitarea la incovoiere atit grinda cat si elementul de
grindd se deformeaza. Sectiunile transversale se rotesc. Unghiul d¢ format de
cele doua sectiuni situate la distanta dx una de alta se numeste rotire elementara
si se masoard in radiani. In figura 8.2b s-a notat cu p raza de curbura a axei
neutre (deocamdata nu se va tine cont de semnul curburii 1/p).

Se considera o fibra [ab] situatd la distanta y de axa grinzii. Alungirea
specifica a acestei fibrei este:

i arc(a’b’) -[ab] _ (p+y)de-dx
T b T dx ®.1)
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Deoarece axa neutrd nu isi modificd lungimea dupa deformarea grinzii (la
fel ca toate fibrele cuprinse in planul neutru) se poate scrie:
lagbgl=[agby]  sau  dx =pde (8.2)
Inlocuind (8.2) in relatia (8.1) rezulta:

_ (p+y)de-pde
pde

X

A (8.3)
p

Relatia obtinuta aratd ca alungirea specifica variaza liniar pe inaltimea

sectiunii (pe directia axei Oy).

2. Stabilirea legii de variatie a tensiunilor
Din legea lui Hooke alungirea specificd se poate exprima ca:

(9
Ey = EX (8.4)

S-a admis cd materialul grinzii are acelasi modul de elasticitate E la
tractiune si compresiune. Din (8.3) si (8.4) rezulta:
E
Gy =— Y (8.5)
p
Se observa ca si tensiunea normala O, este functie liniara de y.
Reprezentarea graficd a modului de variatie a tensiunii este indicata in figura 8.3.

Tensiunea este nula pe axa neutrd, este pozitivad in fibrele tractionate si negativa

pentru fibrele care sunt comprimate.

o(—=h/2)
M h/2 M
<> X [>
0 3 axa neutra-
h/2 |
@
/
o(hl/2)
Figura 8.3
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3. Deducerea relatiei intre tensiuni si eforturi, pornind de la ecuatiile de
echivalenta
Se iau in consideratie ecuatiile de echivalenta (2.16), (2.20) si (2.21) in

care se nlocuieste (8.5). Rezulta:

E E
N=jAcdi=;jAy dA=—S,=0 (8.6)
E E
My:jAchdA:EjAysz:EIZy:O (8.7)
E; ,.. E
MZ:jAchdAzngy dA:;IZ:M (8.8)

Celelalte trei ecuatii de echivalentd nu au fost scrise deoarece ele se refera
la tensiunile tangentiale care sunt nule.

Deoarece E/p # 0 din (8.6) si (8.7) rezulta:

S,=0; Iy,=0 (8.9)

Plecand de la relatia (8.9) se constata urmatoarele:

- momentul static S, este nul numai dacd axa Oz trece prin centrul de
greutate al sectiunii transversale (vezi relatia 1.3). Rezulta ca sistemul yOz este
unul central, iar axa neutra Ox trece prin centrele de greutate ale sectiunilor
transversale;

- momentul de inertie centrifugal I, este nul numai dacd sectiunea
transversala are cel putin o axa de simetrie, iar sistemul de coordonate yOz este
un sistem principal (axele Oy si Oz sunt axe principale).

Dupa cum s-a precizat in paragraful 1.1.3.2 orice axa de simetrie este si
axd principala de inertie. Daca sectiunea are cel putin o axda de simetrie atunci
momentul de inertie centrifugal este nul. Axa de simetrie contine si centrul de
greutate al sectiunii. Rezulta ca sistemul de axe al sectiunii transversale este unul
principal central. In consecinta, efortul M, este orientat dupd axa Oz, care este si
axda principala de inertie.

Egaland expresiile lui E/p determinate din (8.5) si (8.8) rezulta:
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ox(y)= y
zZ
(8.190)

Egalitatea (8.10) poarta numele de relatia lui Navier.

Deoarece 1n cazul Tncovoierii pure a grinzilor drepte de sectiune constanta
efortul M, este constant, rezultd ca tensiunea o este functie numai de y: este nula
in planul neutru, care contine si axa neutra (y = 0) si este maxima sau minima pe
fata inferioard si respectiv superioard a grinzilor (figura 8.4). In calculele de
rezistentd intereseazd tensiunile normale o, maxime si minime, care apar in
fibrele cele mai indepartate de axa neutra.

Daca Oz este axa de simetrie, atunci y; =y, = Ypuax $1 modulul de rezistenta
se poate scrie:

IZ
W, = (8.11)

Y max

unde: y,,., - distanta de la axa Oz la fibra cea mai Tndepartata a sectiunii.

oonpresiune

yi @

Figura 8.4
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Pentru o grindd confectionata dintr-un material tenace ( G, = G, ), cu
sectiuni transversale la care Oz este axa de simetrie, relatia lui Navier se

utilizeaza sub urmatoarea forma:

M, (8.12)
X, max Wz .
Daca axa Oz nu este o axa de simetrie atunci:
I I
W, =25, Wy=—" (8.13)
2y “ oy,

Pentru materiale avand limita de curgere la tractiune o, diferitda de cea la
compresiune G,., se determind atdt tensiunea maxima (la tractiune) cat si cea
minimd (la compresiune). Pentru dimensionare se vor limita atit tensiunile
maxime cat si cele minime. Valorile rationale pentru y; si y, se obtin din

conditiile Gpax =Cats | O min | =0,.. Cu notatiile (8.13), relatia (8.12) poate fi scrisa:

M
Omax = VVZ1 S Oy
z
(8.14)
‘G . ‘:‘— MZ <o
min W, ac

La incovoierea simpld, momentul M, variazd de obicei pe lungimea
grinzii. Tensiunea normala va fi o functie de doud variabile si formula lui Navier

poate fi rescrisa astfel:

M
cx(x,y)=$ (8.15)

Valoarea momentului M,(x) se determind din diagrama de efort.
Pentru efectuarea calcului de rezistentd tensiunile maxime in modul nu

trebuie sa depaseasca tensiunea admisibila:

<o, (8.16)

N

‘ XImax
Pentru grinzile de sectiune constantd, tensiunea maxima se va produce in

sectiunea 1n care momentul este maxim (M. ). La grinzile cu sectiune variabila,

tensiunea maxima se poate produce si in alte sectiuni.
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Observatii:

1) Cu toate ca formula lui Navier a fost dedusa pentru solicitarea la
incovoiere purd, ea este utilizata, in anumite conditii, §i pentru calculul
tensiunilor normale care apar in grinzile supuse la incovoiere simpld. In acest
caz, este necesar ca, pe langa conditiile mentionate mai sus, axa Oy sa fie axa de
simetrie a sectiunii transversale iar planul xOy sa contina toate fortele taietoare
(incovoiere plana).

2) Formula lui Navier da rezultate acceptabile chiar in cazul grinzilor
lungi, care prezinta o variatie lenta a sectiunii transversale pe lungimea grinzii.
In cazul unor variatii bruste a sectiunii apare fenomenul concentrdrii tensiunilor
si tensiunile maxime in modul sunt mai mari decat cele calculate cu aceasta
formula.

3) In cazul incovoierii simple, in sectiunea transversala a grinzii apar si forte
taietoare si deci si tensiuni tangentiale.

4) La grinzile lungi (I / h > 10) cu sectiune masiva, supuse la incovoiere
simpld, distrugerea este provocati de cdtre tensiunile normale. In asemenea
cazuri, tensiunile tangentiale pot fi neglijate. Din contra, in cazul grinzilor scurte
sau a celor cu sectiune compusd, tensiunile tangentiale pot avea un rol
predominant in distrugerea grinzii.

5) In cazul profilelor laminate, caracteristicile geometrice W, sunt indicate
in tabele.

6) Pentru calculul de dimensionare se determina dimensiunea
caracteristica a sectiunii transversale, rezolvind inecuatia (8.16). La calculul de

verificare, sensul inegalitatii (8.16) se pastreaza daca grinda rezistd.

Sectiuni rationale pentru incovoiere

Repartitia tensiunilor normale pe sectiunea transversald a grinzii este
liniara, conform formulei lui Navier (relatia 8.10).

Axa neutra Oz trece prin centrul de greutate al sectiunii transversale si este

continutd in planul neutru. Daca axa Oz este axa de simetrie a sectiunii (este la
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distantd egala de fetele superioara si inferioard a grinzii) tensiunile extreme vor fi
egale 1n modul (figura 4.3). Observatia este valabila pentru grinzile din materiale
cu rupere tenace, la care tensiunile de curgere la tractiune si compresiune sunt
egale in modul. Pentru asemenea materiale se adoptd sectiuni cu doud axe de
simetrie.

Dacad, de exemplu, axa Oz, trece prin centrul de greutate al sectiunii §i este
mai apropiata de una din fetele grinzii (vezi figura 8.4) scad tensiunile normale
pozitive (de tractiune) si cresc in modul cele negative (de compresiune). Solutia
este Tnsa avantajoasd pentru materiale cu rupere fragild, care au tensiunile de
rupere la tractiune mult mai mici decat modulul tensiunii de rupere la
compresiune. O sectiune rationala pentru o grinda confectionatd din aceste
materiale trebuie sd aiba centrul de greutate astfel amplasat incéat sa se atinga
simultan o §i 0, 1n sectiunea periculoasa. Pentru materiale cu rupere fragila se
vor adopta sectiuni cu o singurd axa de simetrie.

Se observa ca tensiunile normale sunt nule in planul neutru i au valori mici
in vecindtatea acestuia. Din acest considerent sectiunile rationale ale grinzilor
solicitate la Tncovoiere trebuie sa aibd putin material Tn vecinatatea planului
neutru si mai mult material la distanta de acesta, acolo unde tensiunile normale
au valori mari Tn modul (de exemplu sectiunile tip I, tip cheson). Grinzile cu

sectiuni rationale au greutdti mai mici.

8.4. Calculul tensiunilor tangentiale la incovoierea simpli. Formula lui

Juravski

Asa cum s-a precizat, In cazul Incovoierii simple, in sectiunea grinzii apar
atat tensiuni normale (care vor fi determinate tot cu formula lui Navier, In
conditiile prezentate mai sus) cit si tensiuni tangentiale. Relatia pentru calculul
tensiunilor tangentiale va fi determinata in cele ce urmeaza.

Se considera o grinda de sectiune dreptunghiulard (QOy este axa de simetrie

a sectiunii transversale), solicitatd la incovoiere simpla (figura 8.5a,b). Se
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izoleaza din grinda un element de lungime dx. (figura 8.5¢). In cele doui sectiuni
care delimiteazd elementul apar momentele incovoietoare M,(x) (in sectiunea x),
respectiv. M (x)+dM, si forta tdietoare T, consideratd constantd Tensiunile
normale 1n cele doua sectiuni, o(y), in A-A si 6x(y)+d o in B-B, sunt repartizate

liniar si pot fi calculate cu formula lui Navier.

e 1 Mz(X)"‘dMZ
A B A B
« M,(x)
B . N I S Q |2 i +$ X
> h Y,
- T4 y T }\'T
~Txyr—] dy |\ Y y
A dx B « A b y A dx B
a) Ep) )

Figura 8.5

Din relatiile diferentiale dintre eforturi (2.12) se stie ca forta taietoare este
derivata momentului Tncovoietor:

dM, (x)
dx

Ty (x) = (8.17)
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In sectiunile A-A si B-B apar, pe 1inga tensiunile normale o, si tensiuni
tangentiale 7. Se face o sectiune orizontala prin grindd, cu un plan paralel cu
x0z, la distanta y fatd de axa neutra si se izoleaza elementul de volum marcat cu
gri in figura 8.5b. Conform principiului dualitatii tensiunilor tangentiale in planul
orizontal apar tensiuni tangentiale egale in modul | Tyy | =] Tyx .

Pe fata inferioarda a elementului izolat nu existd tensiuni tangentiale,
deoarece este o fatd liberd a grinzii. Conform principiului dualitdtii tensiunilor
tangentiale tensiunile 7, vor fi de asemenea nule In vecinatatea muchiilor
superioare si inferioare ale sectiunii grinzii.

Pentru deducerea formulei lui Juravski se admit toate ipotezele utilizate la
deducerea relatiei lui Navier. In plus s-au mai ficut urmitoarele ipoteze:

- in orice punct al sectiunii, tensiunile tangentiale %, sunt paralele cu forta
taietoare;

- tensiunile 7, sunt constante in planul orizontal. In consecinti si tensiunea
T,y este constantd pe fatetele de laturi b si dy ale elementului de volum. Altfel
spus, tensiunea %, este functie numai de variabila y.

Se scrie echilibrul elementului de volum izolat cu ajutorul ecuatiei de

proiectie a fortelor pe directia Ox:

Jo. 0xdA + 1 bdx - [, (o +do)dA =0 (8.18)
y y
unde: dA = b-dy.
Dupa efectuarea calculelor din relatia (8.18) rezulta:
1 do
Txy =1 b, g 9A (8.19)

Derivand formula lui Navier (8.10), se obtine:

do dM,(x) y

= — 8.20
dx dx I, (8:20)
Tinand cont de (8.17) relatia (8.20) devine:
E =T A (8.21)
dx Y 1, '
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Din (8.19) si (8.21 rezulta::

T
y
Ty T hL jAy ydA (8.22)

Se noteaza cu:

S, = fAy ydA (8.23)

momentul static al suprafetei marcata cu gri in figura 8.11b fata de axa Oz. Cu
aceasta relatia (8.22) devine:

Ty(x) S, ()

8.24
b1 (8.24)

Txy (X, y) =

unde: I, - momentul de inertie al intregii sectiuni a grinzii fatd de axa Oz.

Relatia (8.24) se numeste formula lui Juravski.

Observatie:
1. Se poate arata ca momentul static S, al suprafetei de deasupra sectiunii
y (marcata cu gri in figura 8.5b) este egal cu momentul static al suprafetei de sub
sectiune, originea sistemului fiind in centrul de greutate al sectiunii.
2. Ipotezele facute la deducerea formulei lui Juravski se apropie mult de
realitate in cazul sectiunilor dreptunghiulare. Pentru alte sectiuni decat cea
dreptunghiulard tensiunea tangentiald nu are numai componenta 7, paralela
cu forta taietoare.
Cu un anumit grad de aproximare, formula lui Juravski poate fi extinsa si la
alte sectiuni decat cea dreptunghiulara sub forma:
Ty(x) S,(y)
b(y) I,

Intr-o sectiune a grinzii (pentru un x fixat) se determini de obicei Ty(y) cu

Txy (x,y) = (8.25)

formula:

_Ty S, (y) 8.26
Txy(}’)— b(y) 1, (8.26)

unde: Ty - forta taietoare din sectiunea x (se ia din diagrama de forte taietoare);
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S,(y) - momentul static al suprafetei aflatd deasupra sau sub sectiunea y,
fata de axa Oz (care trece prin centrul de greutate al sectiunii transversale);
b(y) - latimea fibrei in sectiunea in care se calculeaza tensiunea tangentiala;

I, - momentul de inertie al intregii figuri, fata de axa Oz.

Aplicatii
Sa se determine legea de variatie a tensiunilor tangentiale la urmatoarele
sectiuni. Forta T este cunoscuta (se alege din diagrama de forte tdietoare).
1. Sectiune dreptunghiulara (figura 8.6)

Pentru sectiunea dreptunghiulara se poate scrie:

bh’
b(y)=b: I, == (8.27)
Txy
Txy,maxl=3T/2A
7 N
T)’
h o 7
S
y y
Y
b
a) b)
suprafata
Try(X.Y)

0 Tym=3T2A

Figura 8.6
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Se calculeaza S,(y), pentru suprafata hasurata in figura 8.6a:
h 1 h b h » »
S:(N=Ayyo=b( -y )L y+Z( -1 =7 1(5)7-y" ] 828

Inlocuind (8.27) si (8.28) in (8.26), se obtine:

Ty 12 b
Txy (¥) = b opl 2 [( > ) y2]

sau dupa efectuarea calculelor se obtine:

T 2
Txy (¥) = 6b [( ) | (8.29)
Relatia (8.29) indica o variatie parabolica a functiei 7,(y). La capetele
intervalului pentru y = #h/2 se observd cd %, = 0, iar pentru y = 0 tensiunea

tangentiald are o valoare maxima:

3Ty
Txymax = 2bh (8.30)
Dar b-h = A, si prin urmare relatia (8.30) devine:
3Ty
Txy max =5 A (8.31)

Diagrama de variatie a tensiunii tangentiale este reprezentatd in figura 8.6b.

Se reaminteste ca in calculul conventional la forfecare s-au considerat
tensiunile 7, constante pe sectiunea barei (s-a determinat tensiunea tangentiala
cu relatia 7 = T/A). In acest fel s-a subapreciat cu 50% valoarea maximi a
tensiunii: Ty e = 3% /2 (figura 8.6b). Valoarea corectd a tensiunii tangentiale
maxime, datd de relatia (8.31), poate fi consideratd si pentru calculul
conventional la forfecare.

Din diagrama de variatie (figura 8.6c) se observa ca tensiunile 7, prezinta
un punct de maxim in planul neutru (y = 0), acolo unde am vazut ca tensiunea
normald o, = 0. De asemenea, tensiunile normale ¢, sunt maxime in modul 1n
fibrele cele mai indepartate de planul neutru (y = #/2), acolo unde %, = 0.

Rezultd ca 1n planul neutru exista o solicitare la forfecare purd, iar pentru y =
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1h/2 o solicitare la tractiune si respectiv compresiune purd. Pentru alte valori
ale variabilei y se va produce o solicitare compusda (forfecare cu solicitari
axiale).
2. Sectiune circulara (figura 8.7)
Pentru sectiunea circulara avem:
nd*  aR*
64 4

I, = (8.32)

Pentru aceastd sectiune este mai convenabil sd se lucreze In coordonate polare.

Din figura 8.7 se poate scrie:

b(y) = 2-R-sina; y = R-cosa; dy = -R-sina-do; dA = b(y)-dy (8.33)
rxy,max/=4T/ 3A
|
Ty /
Ty gb-q Z
y /|
d
’ b(y) TT/A
Ad
y
a) b)
Figura 8.7

Se calculeazd momentul static al suprafetei hasurate din figura 8.7a fata de

axa Oz:
R 0
S, = jA ydA = fyb(y)dy = —jZR3 sina coso do (8.34)
y a
dupa efectuarea calculelor se obtine:
a 2
S, :2R3jsin2a cosa da:§R3 sin> (8.35)

0
Inlocuind (8.32) si (8.35) in (8.26) se obtine:
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Ty 4 2 3. 3

Txy(a)ZZRsina nR4§R sin” o (8.36)
Din (8.36) rezulta:
4 Ty
rxy(a):g Xsin o (8.37)

2 . e .
unde: A = -R” - aria sectiunii circulare.

Din (8.33) se poate scrie: cosa = % Se stie ca: sinZ o = 1-cos? o . Prin urmare:

2
21 1
sin“a=1-(p) (8.38)
Din (8.37) si (8.38) rezulta:
4T
ty =321 1-C 5 )7 ] (8.39)

Relatia (8.39) reprezinta ecuatia unei parabole. Functia de variatie a
tensiunii 7%,(y) este prezentata in figura 8.7b. Tensiunile tangentiale sunt nule in
fibrele extreme (pentru y = #R) si maxime in planul neutru (pentru y=0). Pentru

sectiunea circulara valoarea maxima a tensiunii este:

4Ty
Txymax = 3 A (8.40)

La calculul conventional la forfecare tensiunile tangentiale s-au considerat
constante pe sectiunea barei si egale cu 7 = T/A. In acest fel s-a ficut o
subestimare a tensiunii maxime cu circa 33% (T max = (4/3)-Tp). Valoarea

tensiunii tangentiale maxime calculata cu (8.40) poate fi folosita si in calculul de

rezistenta la forfecare a barelor de sectiune circulara.

3) Profilul “I” (figura 8.8)
Sectiunea fiind simetrica si diagrama %,,(y) va fi simetrica. In consecinta,

se va trasa diagrama numai pentru jumatatea inferioara a profilului (y > 0), iar
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pentru jumatatea superioard prin simetrie. Sectiunea din figura 8.8 a fost studiata
in Exemplul 1.3 si s-a calculat momentul de inertie ca fiind I, = / 4921

Spre deosebire de aplicatiile anterioare, nu existd o singura lege de variatie
a marimilor b(y) si S,(y). Latimea fibrei este constanta pe domenii:

- pentru y; € [0, 7t] b(y;) =2t

- pentru y, € [7t, 9t] b(y,) = 8t.

talpa | % 0.01T, /¢
2t ;
<> !

ny , inima ny ,

| Ty
yr yll : y2 ] y2
"= AR\

18t

! | ‘
8t | 0,039T, /t* \ Try.max =
i | =0,091T, /t*
W W
a) b) ©
Figura 8.8

Se calculeaza momentul static S, pentru suprafetele hasurate in figurile
8.8a si respectiv 8.b. Suprafata hasuratd din figura 8.8a se imparte in doua
dreptunghiuri si se calculeazd momentul static al suprafetei ca suma a
momentelor statice a celor doud suprafete:

S,(y1) =2t:(7t-y,)'y,” +8t2ty,”

7t-y1

S, (y1)=2t(Tt-y)( yi + )+8t268t = ([(7t) - yP 1 +128¢>  (8.41)

Pentru suprafata hasurata din figura 8.8b momentul static este:

9'[—}’2
2

S,(y2) =8t(9t-y5)ys = 8t(9t-y,)( yo + )
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S,(y2) =4[O0*-y3] (8.42)
Se aplica formula lui Juravski si se determind legea de variatie a
tensiunilor tangentiale pe cele doud domenii:

- pentru y; € [0,7t]

Ty s,y Ir_ 2 2 2
Tt)” - 64 8.43
o= = Sty eea ) (8.43)
- pentru y, € [7t,9t]
T S,
ty )=t L Yy a2 3] ) (8.44)

I, b(yz2) 1492t
Functiile %,(y;) s1 %,(y;) reprezintd doua parabole care sunt figurate in
figura 8.8c.

In diagrama de variatie a tensiunii tangentiale se remarci saltul produs la
trecerea Intre domenii (intre inima profilului si talpi). Inima profilului preia
aproape toatd forta taietoare (circa 95-98%), contributia talpilor fiind minima.
Daca trecerea Intre inima si talpi s-ar face prin racordari, diagrama z,(y) din
figura 8.8c va prezenta o variatie continud, farad salturi. Tensiunea maxima %, yax

este localizata tot in planul neutru.
8.5. Energia potentiala de deformatie

Expresia energiei potentiale de deformatie, ludnd in consideratie numai
tensiunile normale, este data de relatia 4.16:
o3
U= f,du; = f, Sedv
unde dV = dA-dx.
La solicitarea de incovoiere tensiunile normale se determind cu formula lui
Navier (relatia 8.10). Inlocuind aceasti relatie in expresia energiei potentiale

rezulta:
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1
Ue 1 ;VM (x)y 4V oL 1 jM 7 (X)

8.45
2 2 2E dx [y y*dA (8.43)

Z
Integrala pe suprafata reprezinta tocmai momentul de inertie axial I, (vezi

relatia 1.7). Facand Inlocuirea si efectuand calculele se poate scrie succesiv:

1 IMZ2(x)I
U= — #dx (8.46)
2E I;
1M2 X
U= | AL (8.47)

0 2EI,

unde: M,(x) - expresia momentului incovoietor;

1 - lungimea regiunii grinzii.

Expresia (8.47) a energiei este valabila pentru o regiune a grinzii. Energia
potentiald de deformatie a intregii grinzi se obtine prin Tnsumarea algebricd a

energiilor calculate pe cele n regiuni, adica:
U= 2U; (8.48)

In cazul incovoierii simple, la energia potentiald de deformatie a grinzii isi
aduc contributia atit tensiunile normale cat si cele tangentiale. Energia potentiala

de deformatie datorata tensiunilor tangentiale poate fi estimata cu relatia (4.16):

’l:2

Xy
U=\, dU; =, —dV
Maui=§5g
unde expresia tensiunii tangentiale este datd de formula lui Juravski (relatia

8.26). Inlocuind (8.26) in expresia energiei potentiale de deformatie rezulti:

L ACS; (y)
5A

U=
2GA 12

(8.49)

Se noteaza cu:

S; ()
jAb()

si reprezintd un coeficientul care depinde de forma sectiunii.

(8.50)
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Inlocuind (8.50) in relatia (8.49) expresia energiei devine:

1T2<x>
2GA

U=k (8.51)

Energia potentiala de deformatie a unei grinzi supuse la Tncovoiere simpla
va fi egald cu suma algebrica a energiilor date de relatiile (8.47) si (8.51). Prin

urmarc:

LI L
U= j 2EI, k§ 2GA

dx (8.52)

Contributia tensiunilor tangentiale la energia potentiald de deformatie este
semnificativa in cazul grinzilor scurte. In cazul grinzilor lungi, cu sectiuni masive

aceastd contributie este mica si de obicei poate fi neglijata.
8.6. Trasarea diagramelor de eforturi

In expresia tensiunilor normale o, (formula Iui Navier) si tangentiale 7,
(formula lui Juravski) sunt prezente eforturile M, (x) si respectiv Ty(x). Rezulta ca
nu se poate face un calcul de rezistenta fara cunoasterea acestor eforturi. Acestea
se determind din diagramele de moment incovoietor si fortd tdietoare. Pentru
grinzile static determinate trasarea diagramelor de eforturi implica parcurgerea
urmatoarelor etape:

1) Figurarea si calculul reactiunilor

Tipurile de reazeme si reactiunile care apar in acestea au fost prezentate in
Capitolul 2 (vezi tabelul 2.1). In cazul grinzilor static determinate, reactiunile se
calculeaza numai din ecuatiile de echilibru, agsa cum s-a prezentat in Capitolul 2.

In cazul grinzilor in consola (incastrate la un capit si libere la celalalt),
aceasta etapa poate fi evitatd daca se izoleazd numai portiuni de grinda dinspre
capatul liber.

2) Impadrtirea grinzii in regiuni si figurarea sectiunilor (cdte o sectiune

prin fiecare regiune)
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Pentru fixarea regiunilor si sectiunilor, se va proceda in mod similar ca la
trasarea diagramelor de efort la solicitari axiale sau torsiune. Deoarece in general
incarcarea grinzilor este mai complexad, se preferd ca portiunea de grinda izolata
sd contind cat mai putine regiuni (sectiunea sa fie cat mai aproape de unul din
capetele grinzii). Astfel expresia eforturilor va fi mai simpla.

3) Scrierea expresiilor analitice ale eforturilor in sectiunile fixate g§i

studierea variatiei acestora

Se aplica metoda sectiunilor, prezentata in Capitolul 2. Cu ajutorul acestei
metode, eforturile sunt transformate in vectori exteriori corpului si pot fi
determinate cu ajutorul ecuatiilor de echilibru. In fiecare sectiune se scrie
expresia momentului Tncovoietor §i a fortei taietoare tindnd cont de urmatoarele
definitii ale acestora:

Momentul incovoietor M, (x), egal cu suma algebrica a proiectiei pe
directia Oz a tuturor momentelor de la stdnga sau de la dreapta sectiunii.

Forta taietoare T(x), egala cu suma algebrica a proiectiilor pe normala la
axa barei a tuturor fortelor de la stanga sau de la dreapta sectiunii.

Considerand incastrari n sectiuni determinarea eforturilor poate fi facuta
scriind ecuatiile de echilibru pentru oricare din portiunile de grinda situate in
partea stinga sau In partea dreaptd a sectiunii considerate. La determinarea
eforturilor sensurile pozitive pentru forte si momente nu sunt arbitrare, ci trebuie
sa fie respectate anumite conventii de semn, prezentate In figura 8.9 (pentru
momentul Tncovoietor) si in figura 8.10 (pentru forta tdietoare). Acestea sunt in

concordanta cu conventiile de semn pentru eforturi, prezentate in Capitolul 2.

Sz

M, >0; M>0 M,<0; M<0
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Figura 8.9

Momentele exterioare sunt considerate pozitive dacd bara este curbata
astfel incat fibra inferioard (figuratd cu linie intrerupta) se afld la exteriorul

curburii (este solicitata la tractiune).

F F|
F FF
F F‘
]
y y
Ll . L]
, i
Ty>0;F>0 Ty<0; F<0
Figura 8.10

Fortele exterioare sunt considerate pozitive atunci cand dau un cuplu in
sens orar fata de sectiune.
Se studiazd variatia expresiilor astfel obtinute pentru momentul

incovoietor si pentru forta tdietoare

4) Trasarea diagramelor de eforturi

Functiile M (x) si Ty(x) se reprezintd grafic in urmatoarele sisteme de
referinta:

- pentru M (x) valorile pozitive se reprezinta jos (in sensul axei Oy). Alura
diagramei M,(x) sugereazd modul in care se deformeazd grinda (fac exceptie
grinzile in consold);

- pentru Ty(x) valorile pozitive se reprezintd in sus (opus sensului axei
Oy).

Datorita adoptarii sensului axei ordonatelor in jos, trebuie sd se tind cont

de urmatoarea reguld privind orientarea concavitatii curbei:
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- daca f ’(x) > 0, atunci concavitatea curbei f(x) este orientatd in sensul
pozitiv al axei ordonatelor;
- daca f ’(x) < 0, atunci concavitatea curbei f(x) este orientatd in sensul

negativ al axei ordonatelor .

5) Verificarea diagramelor
Pentru verificarea diagramelor de eforturi se tine cont de relatiile
diferentiale care exista intre eforturi (relatiile 2.12). Deoarece forta taietoare este
derivata momentului, rezultd cd Intre M (x) si T,(x) trebuie sa existe relatiile
dintre functie si derivata sa.
Pentru verificarea diagramelor se vor folosi urmatoarele criteriile:

- dacd nu existd momente concentrate la capetele grinzii, atunci M,(x) = 0
in aceste sectiuni, iar dacd la un capat al grinzii existd un moment concentrat
exterior, in acea sectiune diagrama M (x) marcheaza un salt egal Tn modul cu
momentul exterior;

- In sectiunea in care actioneaza un moment concentrat exterior asupra
grinzii, diagrama M (x) prezintd un salt, egal in modul cu momentul exterior
(daca grinda nu este Tncarcatd cu momente concentrate, atunci diagrama M,(x)
nu prezintd salturi);

- 1n sectiunea in care diagrama M,(x) prezintd un punct de extrem (maxim
sau minim), diagrama Ty(x) trece prin zero (derivata se anuleaza);

- dacd M (x) este o functie polinomiala, T,(x) este o functie cu un grad mai
mic;

- dacd se parcurge grinda de la stanga la dreapta, atunci cand M,(x) creste,
avem T,(x)>0, iar cind M (x) scade avem T(x)<0;

- 1n sectiunea 1n care existd o fortd exterioard normald pe axa barei, in
diagrama T)(x) apare un salt egal In modul cu forta exterioara;

- datorita regulilor de semn adoptate, curba M,(x) are concavitatea Tn sens

A,

contrar fortei distribuite g(x) (q(x) “intrd” in concavitate);
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- la grinzile solicitate la Tncovoiere cu incdrcare si rezemare simetrica,
datorita simetriei si a regulilor de semn adoptate, diagrama de momente M,(x) va
fi simetricd, iar diagrama Ty(x) antisimetricd. Rezulta ca aceste diagrame pot fi
trasate numai pe jumadtate din lungimea grinzii, iar pe cealaltd jumatate vor fi
construite prin simetrie (pentru M,) sau antisimetrie (pentru 7);

- la grinzi cu incadrcare §i rezemare antisimetrice, diagrama M (x) va fi
antisimetricd, iar diagrama Ty(x) va fi simetrica. Rezulta ca ele pot fi trasate pe
jumatate din lungimea grinzii §i apoi completate prin antisimetrie, respectiv prin

simetrie.

Aplicatii
1) Sa se traseze diagramele de eforturi la grinda simplu rezemata, solicitata
cu un momentul concentrat M (figura 8.11).
Se figureaza reactiunile V; si V, si se calculeaza aceste reactiuni din

ecuatiile de echilibru:

2Y;=0=>V[+V,=0 (8.53)
M
XMy =0=>Vl+M =02V, =7 (8.54)
M
2M(p) =0=ViI-M=0= V) =—
1 (8.55)

Valorile reactiunilor verifica relatia (8.53). Se observa ca reactiunile nu
depind de pozitia momentului M pe grinda.

In prima regiune se face sectiunea x; si se izoleaza portiunea de grindi de
lungime x;. Se scriu eforturile 1n sectiune:

-pentru x; € [0, a]

M,(x1) = Vi-xy; Ty(Xl) =V, (8.56)
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V1 V2
MZ(X1)
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V1 lj MZ(XZ)
Ty(x1) f> X
N § v,

S|l

M/l [y
()

Figura 8.11

In cea de a doua regiunea se face sectiunea x; si se scriu eforturile luand in
consideratie incarcarile situate in partea dreapta a sectiunii. Se obtine:
- pentru x; € [0, b]
M, (x2) = VyXp; Ty(Xz) =-V, (8.57)
Pe ambele regiuni momentul incovoietor are variatie liniara, iar forta
taietoare este constanta. Se reprezintd grafic functiile M, si T, (vezi figura 8.11).
Se observa cd In diagrama de moment incovoietor, in dreptul momentului

exterior M, apare un salt egal in modul cu momentul respectiv.

2) Sa se traseze diagramele de eforturi pentru grinda in consola, solicitata

cu un moment concentrat, din figura 8.12.
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Figura 8.12

Fiind vorba de o bard in consold, cu o singurd regiune, pentru a evita
calculul reactiunilor din incastrare se poate izola portiunea de grinda situatd in
partea dreapta a sectiunii (pornind numai dinspre capdtul liber). Portiunea de
grinda izolata se considera Incastratd in sectiune. Momentul M curbeaza bara in
sus, deci este pozitiv (vezi figura 8.9).

in sectiune, pentru x € [0, [], se poate scrie:
M,(x) = M; Tyx)=0 (8.58)

In consecinti, in grinda considerati apar numai tensiuni normale o
(grinda este solicitata la incovoiere purd). Se observa ca in diagrama M,(x), in
sectiunile in care asupra grinzii actioneaza momente concentrate, apar salturi
egale Tn modul cu aceste momente. De asemenea nu exista o sectiune periculoasa

deoarece o, = const.

3) Sa se traseze diagramele de eforturi la grinda simplu rezemata la capete,

solicitata cu o fortd concentrata (figura 8.13).
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Figura 8.13

Pentru aceastda grinda reactiunile V; si V, au fost deja calculate 1n
Capitolul 2, exemplul 3 (vezi figura 2.5). S-au obtinut valorile:
L V) =Fo
1 1
Pe cele doua regiuni ale grinzii se fac sectiunile x; si x,. Se scriu eforturile

in cele doua sectiuni:
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-pentru x; € [0, a]

Fb
M,(x;) = Vx4 :T X1 (8.59)
Fb
Ty(x) =V, = T (8.60)
-pentru x; € [0, b]
Fa
M,(x2) = Vyxp = 1 X9 (8.61)
Fa
Ty(x2) =-Vo = T (8.62)

Reprezentarea grafica a functiilor M (x) si respectiv Ty(x) pe cele doud
regiuni este prezentatd in figura 8.13. In diagrama T, y in dreptul fortei exterioare

concentrate F, apare un salt egal Tn modul cu forta respectiva.

Observatii:

1) Pentru a = b = l/2 grinda este simetricd (ca rezemare i incdrcare). In
consecintd, reactiunile vor fi simetrice §i egale cu jumatate din incdrcarea pe
verticala V; = V, = F/2 §i ne putem folosi de aceasta proprietate pentru a evita
scrierea ecuatiilor de echilibru.

2) Tot ca o consecinta a simetriei §i a regulilor de semn adoptate, diagrama

M (x) va fi simetrica, iar diagrama Ty(x) va fi antisimetrica.

4) Sa se traseze diagramele de eforturi la grinda simplu rezemata la capete,
incarcata cu fortd uniform distribuita din figura 8.14 (greutatea proprie a unei
grinzi de sectiune constanta, confectionatd dintr-un material omogen, poate fi

consideratd o forta uniform distribuita).
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Figura 8.14

Grinda din figura 8.14 este Incarcata si rezematd simetric. Reactiunile pot fi
determinate din ecuatiile de echilibru sau tinand cont de simetrie reactiunile vor

fi simetrice si egale cu jumatate din Tncdrcarea pe verticala:

1
V=V, = (; (8.63)

Se scriu eforturile 1n sectiunea x, pentru x € [0, []. Momentul incovoietor,
ludnd 1n consideratie portiunea de grindd izolatd, va fi dat de reactiunea V; care

curbeazd grinda n sus si da moment pozitiv si de forta distribuita de pe portiunea
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de grindd izolatd (un dreptunghi de laturi g si x) care d& moment negativ.
Momentul fortei distribuite poate fi scris ca momentul dat de catre forta
concentratd static echivalenta @, fatd de sectiune. Forta Q trece prin centrul de
greutate al dreptunghiului §i are modulul numeric egal cu suprafata
dreptunghiului de laturi ¢ si x. Prin urmare expresia momentului incovoietor este:
] 2

X X

Mz(X)=V1X'qX2 q5X-975" (8.64)

Functia M,(x) reprezinta o parabola. Se studiaza variatia functiei. Valorile
functiei la capetele intervalului sunt M,(0) = 0 si M,(I) = 0. Se studiaza punctul
de extrem anuland prima derivata:

[ 1 1
MZ(X)=q§—qX=O:>x=§ (8.65)

Derivata de ordinul doi este negativda, deci momentul incovoietor este
maxim.
Se calculeaza valoarea momentului maxim:

1
M max =My ( 5 )=q

SR Na
~

2 _ -
)’ =a (8.66)

N |~

1
2
Expresia fortei taietoare este:

ql (8.67)
Ty (x) = Vi -gx :?-qx

Forta tdietoare are o variatie liniard. Pentru reprezentarea graficd a dreptei
Ty(x) se calculeaza valoarea functiei in doua puncte si anume la capetele grinzii,
obtinandu-se Ty(0) = ql/2 si T\(1) = -ql/2.

Se observa din cele doua diagrame (figura 8.14) ca forta taietoare T, se
anuleaza la mijlocul grinzii, acolo unde momentul incovoietor M,(x) are un punct

de maxim.
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5) Sa se traseze diagramele de eforturi la grinda simplu rezemata, din figura
8.15, incarcata cu o forta liniar distribuita.

q(x) q

2
e

A
V1 vV,
Q =ql/2
1 2
A A
v, 21/3 1/3 N V,

v, W
X Ty(x)

q(x)-x/2_| M, (x)

<\
Vi o3 |y kj qﬁ
Ty(

X)
111141
|||||||||||||

|I|||||||||I| ml_

Figura 8.15

Se figureaza si se calculeaza reactiunile din ecuatiile de echilibru:
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1
Y, =O:V1+V2—%=O (8.68)

121 1

ZM(D =0= Vzl—%?=0:>V2 =% (869)
1 1

M) :o:vll-%gzmvl :% (8.70)

Valorile reactiunilor V; si V, verifica relatia (8.68).

Este o grinda cu o singurd regiune. Se izoleaza portiunea de grinda, de
lungime x, situatd Tn partea stdnga a sectiunii. Se recomanda sa se izoleze
portiunea de grindd pe care forta distribuitd este reprezentatd sub forma unui
triunghi (in acest caz expresia eforturilor este mai simpld). Portiunea de grinda
izolata se considerd incastrata in sectiune.

Intensitatea sarcinii in sectiunea x se exprimda din asemdnarea

triunghiurilor formate dupa sectionare:

9_490
= =

_4
1= T =7x (8.71)

In sectiune se scriu eforturile. Pentru x € [0, [/, momentul Tncovoietor

este:

M, (0= Vix-2q0xs =g ex-x?
2(X) = ViX-5q(X)x 7 =qx- X

(8.720)

Momentul Tncovoietor M,(x) variazd dupa o parabola de gradul al treilea.
Pentru a studia variatia momentului se calculeazd mai 1ntdi valorile functiei la
capetele intervalului si se obtine M(0) = 0, M) = 0. Pentru a determina

punctele de extrem se anuleaza prima derivata a functiei:

a q -

' 1
MZ(X)=6 21x =0:>x=ﬁ= 0,5771 (8.73)

Derivata de ordinul doi este negativa, deci momentul incovoietor este
maxim .Se calculeazd momentul maxim introducand valoarea lui x din (8.73) in

expresia momentului data de relatia (8.72). Se obtine:

227



g1 q 3 q’

1 1
M,ymax =M, (=) =—"—=-—( = )’ == 8.74
Zmax Z( /3) 6\/3 61( \/g ) 9./3 ( )
In aceeasi sectiune forta tiietoare are urmitoarea expresie:

ax _ 1.4
> Y672

Ty (x) =V - (8.75)

Forta taietoare Ty(x) este o parabold de gradul al doilea. Valorile functiei
la capetele intervalului vor fi T,(0) =V; =q /6, T\(l) = -q-I/3. Se anuleaza derivata

intai si se determina punctele de extrem. Astfel:
' qX
Ty(x)=T=0:>X=0 (8.76)

Valoarea maxima a fortei tdietoare este T,(0) si a fost deja calculata. Se
reprezinta grafic functiile M (x) si Ty(x), In sistemul de axe precizat §i se obtin

diagramele de eforturi din figura 8.15.

8.7. Consideratii privind calculul grinzilor solicitate la incovoiere

simpla

Asa cum s-a precizat, In cazul incovoierii simple, in sectiunea transversala a
grinzii apar atat tensiuni normale (care vor fi determinate cu formula lui Navier)
cat si tensiuni tangentiale (care vor fi determinate cu formula lui Juravski). Din
diagramele de variatie ale acestor tensiuni s-a vazut cd tensiunile normale sunt
maxime Tn modul in fibrele cele mai Tndepartate de planul neutru, acolo unde
tensiunea tangentiala este nuld. De asemenea tensiunile tangentiale prezintd un
punct de maxim in planul neutru, acolo unde am vazut ca tensiunea normald este
egald cu zero. In alte fibre ale sectiunii grinzii exista atit tensiuni normale cat si
tensiuni tangentiale.

Se pune problema de a stabili ce raport existd intre valorile maxime ale
celor doua tensiuni. Calculul se face pe exemplul particular prezentat in figura
2.3. Se considerd sectiunea transversald a grinzii ca fiind dreptunghiulara,

respectiv circulara plina.
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Sectiunea periculoasa (cea 1n care tensiunile sunt maxime Tn modul) este

A

n incastrare. In aceasta sectiune M,x = Fl si T = F, iar tensiunile maxime sunt:

a) pentru sectiunea circulara plina:

Fl
Oxmax = WZ
) . nd?
cu modulul de rezistenta: W, = BV
Prin urmare tensiunea normald maxima este:
32Fl1
Oxmax = TEd3 (877)

Particularizand relatia (8.40) se determina tensiunea tangentiala maxima:

4T, 16 F 8.78)
T == .
wmxe 3 A 3 gpd?
. . o bh*
b) pentru sectiunea dreptunghiulara modulul de rezistentd este W, = o
si tensiunea normald maxima devine:
Fl  6FI

c = =T 5 (8.79)

X max W _bh2

z

Particularizand relatia (8.31) se determina tensiunea tangentiala maxima:

S A 8.80
Txymax =5 A T o 'pp (8.30)

Raportul tensiunilor normale si tangentiale maxime se determina din (8.77),
(8.78), respectiv (8.79), (8.80). Se obtine:

- pentru sectiunea circulara plina

meax

L N N | (8.81)
'nymax - Tl:d3 16F = Txymax B d |

- pentru sectiunea dreptunghiulara:

6F1 2bh . Oymax 1
=— deci —————=4— (8.82)
Txy max bh 3F txy max

O x max _
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In cazul grinzilor lungi raportul 1/d >>1, respectiv si 1/h >>1 si prin urmare
Gymax >> Tyxymax- Dacd se considera pentru cazul studiat ca lungimea grinzii este
1=1000mm, d=100mm s$i h=80mm, atunci pentru sectiunea circulara plina
Oxmax=00-Tyymax, 1ar pentru sectiunea dreptunghiulard =50 Tyymax. Aceste
rezultate indica o valoare neglijabila a tensiunii tangentiale Tn comparatie cu
tensiunea normald §i justifica dimensionarea si verificarea grinzilor lungi cu

sectiune masivd numai pe baza tensiunii normale maxime.

8.8. Fenomenul de lunecare longitudinala

Se considera doud grinzi drepte identice suprapuse, avand sectiunea
patrata (figura 8.16a). Grinzile sunt rezemate la capete si Incdrcate cu o fortd

concentratd la mijloc. Se vor studia doud cazuri:

1. Grinzile nu sunt solidarizate §i se neglijeaza frecarea (figura 8.16b).

Solicitand ansamblul la incovoiere simpla cele doua grinzi se deformeaza
independent. Dacd forta de frecare intre grinzi se neglijeaza se observa ca cele
doua suprafete de contact luneca una fata de alta. Acest fenomen se numeste
lunecare longitudinala. El este rezultatul faptului ca, pentru fiecare grinda,
fibrele de la exteriorul curburii sunt tractionate (isi maresc lungimea), iar cele de
la interior sunt comprimate (isi micsoreaza lungimea). Prin urmare cele doua
grinzi lucreaza independent, lunecand una fata de alta. Repartitia tensiunilor o
(calculate cu formula lui Navier) si %, (calculate cu formula lui Juravski) este
prezentata In figura 8.16b. Momentul incovoietor capabil care poate fi preluat de
sistemul format din cele doua grinzi neimbinate se determind prin sumarea
momentelor capabile ale grinzilor componente si este:

M, =206,W,, (8.83)

zcapl
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unde: W,; - modulul de rezistentd axial pentru o singurd grindad (din cele doua
suprapuse). Inlocuind W, in relatia (8.83) rezulta:
I 3
M, capt = 3042 (8.84)
2. Cele doua grinzi vor fi solidarizate (figura 8.16¢)

Atunci cand grinzile sunt solidarizate, lunecarea longitudinala este
impiedicata (de catre elementele de solidarizare) si grinzile lucreaza impreuna la
incovoiere ca o singurd grinda. Repartitia tensiunilor o $i 7, este prezentata in
figura 8.16c. Momentul capabil al grinzii solidarizate este:

MzcapZ = GHWZZ (885)
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unde W,, - modulul de rezistentd al intregii sectiuni compuse. Inlocuind W, in

relatia (8.85) se obtine:

2 3
M, = 50,0 (8.86)

Rezultd cd grinda solidarizatd poate prelua (pentru cazul considerat) un
moment incovoietor capabil dublu comparativ cu cea nesolidarizata. Altfel spus,
prin solidarizarea grinzilor suprapuse si prin impiedicarea lunecarii longitudinale
se obtin grinzi cu capacitate portantd mai mare (grinzi mai rezistente), Tn timp ce
grinzile nesolidarizate se utilizeazd pentru a obtine deformatii mari.

Din figura 8.16d se observa ca intre elementele solidarizate apar tensiuni
tangentiale si prin urmare elementele de solidarizare sunt supuse la forfecare.
In domeniul constructiilor metalice, in functie de mirimea momentului
incovoietor, se utilizeaza urmatoarele solutii pentru grinzi:
1) profile laminate, pentru momente Tncovoietoare relativ mici;
2) grinzi compuse din platbande si profile (imbinate prin sudura sau cu
suruburi, etc.) pentru momente de valoare medie. In acest caz distrugerea
grinzii poate sd fie produsa si prin forfecarea solidarizdrilor (suruburi,
cordoane de sudurd, strat de adeziv, etc.). Calculul de rezistenta care tine cont
numai de tensiunile normale trebuie sd fie completat, in cazul grinzilor cu
sectiune compusa, cu un calcul care tine cont de tensiunile tangentiale. Prin
urmare calculul grinzilor compuse cuprinde doua etape:
- dimensionarea grinzii (cu formula lui Navier), astfel incat sd reziste la
momentul Tncovoietor maxim;
- determinarea tensiunilor tangentiale pe Tnaltimea sectiunii (cu formula lui
Juravski), calculul fortei de lunecare longitudinala si dimensionarea elementelor
de solidarizare (solicitate la forfecare);

3) grinzi cu zabrele pentru momente incovoietoare mari.
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8.9. Grinzi de egala rezistenta

In lungul unei grinzi drepte cu sectiune transversald constanti supusa la
incovoiere simpla (figura 8.17a) tensiunile normale maxime (din fibrele cele mai
departate de planul neutru) au valori diferite (figura 8.17c), deoarece momentul
incovoietor variazd de la o sectiune la alta (figura 8.17b). Tensiunea admisibila
se va atinge numai In sectiunea periculoasa, in celelalte sectiuni tensiunile
normale fiind mult mai mici (figura 8.17c). Rezultda ca, in cazul incovoierii
simple, materialul grinzii de sectiune constantd nu este utilizat in mod judicios.
Eliminarea acestui neajuns se poate face prin proiectarea unei grinzi cu sectiune
variabild, astfel realizata Incat tensiunile normale in fibrele cele mai indepartate
de planul neutru sa fi egale in modul cu o, in orice sectiune. Se obtine astfel o
grinda de egala rezistenta. Grinzile de egald rezistentd au volum minim si

deformatii maxime si pot fi construite Tn mai multe variante.

1. Grinda in consola, cu sectiune dreptunghiulara, de latime constanta
(figura 8.17d)

Se admite pentru grinda o sectiune dreptunghiulara cu b = constant si h
variabil pe Ox. Diagrama o(x) este impusd ( O,(x) = G, ), iar diagrama de
momente din figura 8.17b ramane valabila.

Inlocuind in formula lui Navier se obtine:

M, (x) 6Fx
"TW,(0  bh’(x)

Omax =O

(8.821)

de unde rezulta functia:

h(x) = b (8.88)

Prin urmare indltimea grinzii de egald rezistentd variazd dupa o lege
parabolica. La stabilirea acestei legi de variatie nu s-a tinut cont de influenta

fortei tdietoare. Pentru a nu se distruge grinda prin forfecare, in sectiunea in care
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este aplicata forta concentratd (la capatul liber al grinzii), sectiunile se majoreaza
(pentru a micsora tensiunile tangentiale). Modificarea este prezentatd cu linie

intrerupta in figura 8.17d.

36 26 c F
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& A 4 v
36 26 2% oL x
y 3x
1
-3Fx 2Fx
~ | ==
il i — .
30 26
A 2 F p
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/ @
I i,l h(x) y
X F
N h A
()
e)
Z
Y
—B> b(x) h
Figura 8.17
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2. Grinda in consola, cu sectiune dreptunghiulara de inaltime constanta
Grinda este prezentata in figura 8.17e (vedere frontald si de sus). Raman
valabile conditia 64(x) = G, si diagrama de momente din figura 8.17b. Pentru
sectiunea x formula lui Navier se poate scrie astfel:
M, (x) 6Fx
"TW,(x) b(oh?

Omax =0 (8.89)

de unde rezulta:

b(x) = X (8.90)

a

Relatia (8.90) indica faptul ca variatia latimii sectiunii transversale de-a
lungul grinzii este liniara. Valoarea maxima se obtine pentru x=/. Ca si in cazul
anterior, sectiunea grinzii se majoreaza in vecinatatea capatului liber, pentru
limitarea tensiunilor tangentiale (modificarea este prezentata cu linie intreruptd in
vederea de sus din figura 8.17e).

Grinda din figura 8.17e este dificil de realizat din punct de vedere
tehnologic. Ea poate fi aproximata, printr-o variatie in trepte, in cazul arcurilor cu
foi, utilizate la suspensia vehiculelor, care se obtine impartind forma teoretica in

fasii de aceeasi latime (latimea foii de arc) si suprapunerea acestora.

8.10. Calculul deplasarilor la incovoiere

8.10.1. Generalitati
Studiul deplasarilor grinzilor solicitate la Tncovoiere prezinta importantd
cel putin din urmatoarele doud considerente:
- pe langd conditia de rezistentd, organele de masini si elementele de
constructii trebuie sa satisfaca si conditii de rigiditate (ceea ce implica o limitare a
deplasarilor);

- problemele static nedeterminate nu pot fi abordate fara studiul deplasarilor.
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Se reprezentatd schematic grinda prin axa neutra §i se raporteazd la
sistemul de referinta ortogonal xyz, cu axa Ox in lungul barei si axa Oy 1in jos.
Intr-o sectiune oarecare starea deformati a grinzii este caracterizati de
urmatoarele marimi geometrice (figura 8.18):

- sdgeata care reprezintd deplasarea v, pe directia axei Oy, a centrului de
greutate a sectiunii transversale;

- rotirea care reprezinta inclinarea @ sectiunii transversale;

- deplasarea u pe directia axei Ox;

- raza de curbura p a fibrei medii deformate sau curbura 1/p.

Deoarece intre deplasarile liniare exista relatia:
u<<v (8.91)

in cele ce urmeaza se neglijeazd deplasarile u pe directia axei Ox. Prin urmare
prin calculul deplasarilor la incovoiere se intelege calculul sdgefii v si a rotirii ¢
intr-o sectiune oarecare.

Se considera grinzile din figura 8.18.

X F

(PA/%/ P X a)

DA A Vi " -
y A P’ y
p(x)
Qa P(X)
F1 F2
A u
X b)

VA

A
A’[\v}ﬂ:f =

Figura 8.18

236



Sub actiunea sarcinilor grinzile se deformeazd asa cum este indicat in
figurd. Punctul A, din sectiunea x, se deplaseazd in A cu sageata v,. Sdgeata
maxima se noteazd v,, = f. Odatd cu deplasarea pe verticald a punctului
sectiunea transversald ce contine acest punct se roteste si formeaza cu pozitia
initiala unghiul @,. Acelasi unghi se mai poate determina ducind tangenta
geometricd la curba axei deformate in punctul A’. Pentru grinzi din materiale
metalice deformatiile elastice sunt mici: v =1/1000+1/250 din deschiderea grinzii,
iar ¢ <1 ¢ In aceste conditii se poate scrie:

dv _

=% ¢ (8.92)

8.10.2. Ecuatia diferentiala a axei neutre deformate (Euler)
Pentru incovoierea in domeniul elastic, influenta deplasarilor asupra
pozitiei sarcinilor precum si deplasarea u pe directia axei Ox pot fi neglijate.

Din relatia (8.8) rezulta expresia curburii:

M, (8.93)
"EI, '

1_
o=
Semnul (-) a fost introdus datorita faptului ca momentul incovoietor i
curbura au semne diferite in sistemul de referinta adoptat: curbura este pozitiva
daca concavitatea este indreptatd spre valorile pozitive ale axei ordonatelor.
Din geometria diferentiald se cunoaste expresia curburii:
@

dx?

l= (8.94)
P 1 ﬂ 2
[( 1+ i )]

In relatia (8.94) s-a notat y = v. In cazul deformatiilor elastice mici,

conform observatiilor la relatia (8.92), se poate scrie:

dv .,
(d—X )" <<l1 (8.95)
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d
Neglijand (d—V )2in raport cu 1, relatia (8.129) devine:
X

l ~ d_2V (8.96)
pdx? '
Din (8.93) si (8.96) rezulta:
d_2V ~ MZ—(X) (8.97)
dx?  EI '

zZ
Relatia (8.97) poarta numele de ecuatia diferentiala a axei neutre
deformate sau a fibrei medii deformate, care a fost dedusa de catre Euler. Prin

integrarea relatiei se obtin expresiile sagetilor si rotirilor.
8.10.3. Metode de calcul a deformatiilor la incovoiere

8.10.3.1. Metoda integrarii analitice a ecuatiei diferentiale a axei neutre
deformate
Metoda analitica de integrare a ecuatiei diferentiale a axei neutre

deformate se bazeaza pe relatia (8.97) care poate fi scrisa sub forma:
Y M (8.98)
—F=- X :
“ dx? ’
Integrand de doud ori si tindnd cont de relatia (8.92) se obtin succesiv

ecuatia care da rotirea in sectiunea x (care poate fi numita ecuatia rotirilor):

d
EIL d—: = ELp(x)=- M, (x)dx +C, (8.99)

si ecuatia sagetilor in sectiunea x:
ELv(x)= - [dx[M,(x)dx+C;x+C, (8.100)
Constantele de integrare se determind din conditii de rezemare si de
continuitate. Reazemele fiind admise perfect rigide, conditiile de rezemare sunt
urmatoarele:
- Intr-o incastrare deplasarile(sdgeata si rotirea) sunt nule;

- Intr-un reazem simplu sau intr-o articulatie sageata este nula.
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Conditiile de continuitate ale deplasarilor se pun 1n sectiunile de la granita
dintre doua regiuni ale grinzii. Astfel, pentru sectiunea i se poate scrie:
o= o respectiv v =v¥ (8.221)
Pentru fiecare astfel de sectiune pot fi puse deci doud conditii de
continuitate.

Din relatia (8.100) se observa ca, in urma integrarii ecuatiei diferentiale,
se obtin cate doud constante de integrare pentru fiecare regiune a grinzii
(deoarece functia M,(x) este valabild pentru o regiune). Astfel, pentru o grindad cu
n regiuni, se vor obtine 2n constante de integrare. Pentru aflarea acestora se pot
pune doua conditii de rezemare si 2(n-1) conditii de continuitate 1n cele n-1
sectiuni dintre regiuni. Rezultd un sistem compatibil, de 2nr ecuatii cu 2n
necunoscute. Formarea si rezolvarea acestui sistem sunt extrem de laborioase.
Prin urmare metoda integrarii analitice a ecuatiei diferentiale a axei neutre
deformate este de obicei aplicatd doar 1n cazul grinzilor cu o singurd regiune.
Pentru grinzile cu mai multe regiuni se pot aplica metode mai rapide pentru
integrarea ecuatiei (8.98), precum si alte metode de determinare a deformatiilor

la incovoiere care vor fi prezentate in continuare.

Aplicatie
Se considerd grinda in consolad din figura 8.19. Sa se determine sageata si

rotirea maxima.

Intr-o sectiunea x expresiile eforturilor sunt:
M,(x) =-Fx; Tyx)=F
iar diagramele M, (x) si Ty(x) sunt reprezentate in figura 8.19.

Tensiunea normald maxima n modul se obtine pentru y,,.x = d/2:

Fx S
2 Fx
I. W

z z

(8.102)

GX (X)max =
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Aceastd functie are o variatie liniara, la fel ca M (x) si atinge valoarea
maxima pentru x = /, adica In incastrare:

Fl
Gx,max = W

z

(8.103)

Diagrama de variatie a tensiunii normale este prezentata in figura 8.19.

sl

|

Figura 8.19

Pentru calculul deplasarilor se va folosi metoda analiticd de integrare a
ecuatiei diferentiale a axei neutre deformate. Ecuatia diferentiald (8.98) poate fi

particularizata astfel:
El, — =Fx (8.104)
Integrand prima data se obtine ecuatia rotirilor:

Eld—v—fF dx +C —F—Xz+c
zqx A% T ET, 1
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Tinand cont ca dv/dx = ¢, relatia poate fi scrisa astfel:

2

Fx
EL o(x) =7+C1 (8.105)
Integrand a doua oard rezulta ecuatia sagetilor:
Fx? Fx’®
EI, v(x) = fT dx +Cyx +C, > ELV(x) ==~ +Cx +C, (8.106)

Cele doud constantele de integrare pot fi determinate din conditiile de
rezemare: in incastrare deplasarile sunt nule:

2 2

1 F 1
(P(1)=E—IZ( 7+C1 )=0:>C1:-7 (8.107)
1)) ! ( FP I 1+C,) 0=>C FI (8.108)
= - - =U=> = .
YWSELY 6 2 2 2573

Inlocuind valorile celor doud constante in relatiile (8.105) si (8.106)

rezultd ecuatiile rotirilor si sdgetilor:

o(x) = (x*-1%) (8.109)

2EI,

o=t Lo Ll (8.110)
VX—EIZ 6x-2x 3 .

Functiile ¢(x) si v(x) sunt prezentate grafic in figura 8.19. Deplasarile

maxime se obtin la capatul liber al grinzii si au valorile:

il = (0)—F—13 8.111)
2EL,° A T '

¢, =0(0)=-
Din relatiile (8.105) si (8.106), pentru x = 0 se obtine:
00) =gy =—;  V(0)=vy=—t (8.112)

Aceste relatii permit sa se dea un sens fizic constantelor de integrare:
C; /EI, reprezinta rotirea, iar C, /EI, sageata, ambele calculate in originea

sectiunii.
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8.10.3.2. Metoda de integrare Clebsch
Dupd cum s-a ardtat mai sus, metoda integrarii analitice a ecuatiei
diferentiale a axei neutre deformate prezintd dificultati considerabile in cazul
grinzilor cu mai multe regiuni. Aceste dificultdti constau in determinarea
constantelor de integrare (cate doud pentru fiecare regiune). Metoda de integrare
Clebsch, care poate fi aplicatd in cazul sarcinilor polinomiale, aduce mari
simplificari n calculul constantelor de integrare. Prin aplicarea acestei metode se
obtin practic cel mult doud constante de integrare, indiferent de numarul
regiunilor grinzii. Este insd necesar sd se respecte cu rigurozitate anumite conditii
care vor fi enuntate in cele ce urmeaza.
Fie o grinda cu n regiuni (figura 8.20). Se va presupune EI, = const. pe
toata lungimea grinzii.
Se alege un sistem de axe cu originea intr-un capat al grinzii. Toate cotele
se dau 1n functie de origine (figura 8.20). Toate sectiunile au originea in O.
Aplicand metoda de integrare a axei neutre deformate, se obtin 2n
constante de integrare (cate doua pentru fiecare regiune a grinzii):
Cots --»Chins Doty ooy Do (8.113)

X

0 12 i-1 i+l -l n

1
N

1i+ 1

Figura 8.20

Se admite ipoteza ca In orice regiune a grinzii se poate scrie:

M =My +k;(x-1)" (8.114)
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unde: M, ; ; — momentul Incovoietor in regiunea i-/,;
M; ;,; - momentul Tncovoietor in regiunea i,i+1/;
k; si n; - constante.

Pentru integrare se foloseste urmatoarea conventie:

(X _li)ni+1
——+C (8.115)
n; +1

~f(x -1)"Mdx =
unde C - constanta de integrare.
Pentru regiunile consecutive i-1,i si i,i+I se scriu ecuatiile rotirilor si
sagetilor. Astfel, pentru regiunea i-1,i:

- ecuatia axei neutre deformate este:

d*viy
EI, dx27 =-M,; (8.116)
- ecuatia rotirilor:
EL ¢;,; == '§Mi—1,idx +Ciy; (8.117)
- ecuatia sagetilor:
EL, vy = —fdx jMi—l,idX +Ci ;X +Djy; (8.113)

Pentru regiunea i,i+1:

- ecuatia axei neutre deformate este:

szi i+1 .
EIZ dX,z = -Mi,i+1 = -Mi-l,i -kl (X-ll) 1 (8.119)
- ecuatia rotirilor:
X - l Ili+1
EL, @iy = jMi-l,idX -k; ( n~l-|)—1 +Ciin (8.120)
- ecuatia sagetilor:
(X _ ll )Hi+2

EIZVi,i+l = -j‘deMi_LidX 'k +Ci,i+1X+Di,i+l (8.121)

F(n; +1)(n; +2)
Pentru determinarea celor 2n constante de integrare se pun conditiile de

continuitate (8.701). In sectiunea i, se poate scrie:
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pentru  x=1,
@11 =0, (1;) respectiv (8.122)
Vi) = Vi)
Inlocuind ecuatiile rotirilor si a sagetilor (relatiile 8.117, 8.118, 8.120,
8.121) 1n relatiile (8.122), se obtine:
I I
M, dx+Cyy = -§Mi_mdx +Cyin (8.123)

I I;
fax [M,dx +C iy + Dy = - Jdx M,y idx +C ol +Dppy (8.124)
0 0

Din (8.123) si (8.124) rezulta:
Ci.1i=Cijz1=C; Dyyi=Dij =D (8.125)
Deci toate constantele C si respectiv D sunt egale intre ele. Astfel numarul
de constante se reduce la doud. La fel ca si la metoda de integrare analitica a
ecuatiei diferentiale a axei neutre, cele doud constante impartite la EI, reprezinta

rotirea si respectiv sdgeata 1n originea aleasa:

901 (0)=¢( = Vo (0)=vy = (8.126)

EI,’ EIl,

Pentru determinarea celor doua constante C si D se pun conditiile de
rezemare:

- in Incastrare @ = v = 0 (dacd originea sistemului este aleasd intr-o
incastrare, ambele constante sunt nule C=D=0);

- in reazemul simplu si in articulatie v = 0 (constanta D = 0).

Respectarea conditiei exprimatd prin relatia (8.114) este esentiald pentru
reusita aplicdrii acestei metodei. Aceasta conditie este uneori dificil de indeplinit
si se fac unele artificii pentru formarea binoamelor (x-/;).

Relatia (8.114) indica faptul ca din expresia momentului M,,_;, scris pentru
ultima regiune (n-1,n), se pot obtine expresiile momentelor Incovoietoare din

toate celelalte regiuni, daca se retine numarul corespunzdtor de termeni. In aceste

conditii la aplicarea metodei de integrare Clebsch este suficient sd se scrie
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momentul incovoietor numai in sectiunea x, facutd prin ultima regiune a grinzii

(figura 8.20).

Aplicatie
Se va aplica metoda de integrare Clebsch pentru calculul deplasarilor

grinzii din figura 8.21a.

Expresiile momentelor incovoietoare pe fiecare regiune a grinzii sunt:

xe [0, 1;] M,(x) = VX

x € [l, 1] M,(x) =V;x-Fx-1) (8.127)
x € [L, 14 M,(x) = V;-x - F(x - 1) + M(x - 1,)°

Pentru a aplica procedeul Clebsch se parcurg urmatoarele etape:

1) se alege originea sistemului in capatul din stdnga a grinzii §i se face
sectiunea x prin ultima regiune a grinzii.

Se scrie momentul incovoietor in sectiunea x, respectind conditia din
relatia (8.114). Pentru a putea forma binoame de forma (x-/;) momentele
concentrate vor fi inmultite cu binomul la puterea zero. In cazul sarcinilor
distribuite, binoamele nu pot fi formate decat daca sarcina actioneazd pana in
sectiune. In caz contrar, ea poate fi prelungitd pana in sectiune, adiugand si
scazand-o pe aceeasi portiune de grinda (figura 8.21b). Se obtine:

q(x-13)?| +q(X-14)2|

2 ‘3—4 2 ‘4-5

M, (%)= Vix| - Fx-1p| L, +M(x-15)°] - (8.128)

Momentul 1incovoietor astfel scris contine practic momentele
incovoietoare din toate regiunile anterioare (vezi relatiile 8.127). Toti termenii
din expresia (8.128) contin binomul x-/;, unde /; este lungimea regiunilor

anterioare.
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Figura 8.21
2) se scrie ecuatia diferentiala a axei deformate:
2 12 al-x )2
EIZ%:-V1x+F(x-11)-M(x-12)0+q(X23) A ;4) (8.129)

3) se integreaza ecuatia diferentiala

Integrand prima datd si respectand conditia (8.115), se obtine ecuatia

rotirilor:
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2 2 3 3
X (x-1)) q(x-13)" qd-xy4)
EIZ(p(x):-V17+F 21 -M(x-1,)+ 6 . 6 1

+C (8.130)

Integrand a doua oard, se obtine ecuatia sagetilor:

N
El, v(x) =-V, o +

F(x—11)3 _M(x—12)2 +q(x-13)4 _q(l—x4)4

8.131
6 2 24 g HO+DEISD

4) se determina constantele de integrare

Constantele de integrare se determina din conditiile de rezemare (sagetile
sunt nule in reazemele O si 5, presupuse perfect rigide).

Pentru a determina sageata in reazemul 0, din ecuatia sagetilor (8.131) se
scrie expresia sagetii in prima regiune ( pentru xe [0, 1;] ) si apoi se pune conditia
x = 0. Se obtine:

v(X) =L( -V X—3++Cx +D )
El, L6
pentru x=0: v(0)=0=>D=0

(8.132)

Se observa ca, pentru a scrie expresia sagetii pentru o regiune se retin
numai termenii caracteristici acelei regiuni, precum si cele doua constante de
integrare. Pentru a recunoaste mai usor termenii caracteristici unei regiuni, se
poate tine cont de observatia cd termenii care contin binoamele x-I; < 0 nu sunt
caracteristici regiunii respective §i in consecinta vor fi indepartati din ecuatia
sagetilor. Constanta D putea fi determinatd si direct, tindnd cont de relatia
(8.126).

Sdgeata in reazemul 5 este nula si se obtine din relatia (8.131) in care se
inlocuieste x =1s1 D =0:

1 P F1-1)° Md-1,)*  a-1)%  d-1)*
=—~ -V, — - _
0=m (Vg6 2 9y 4y

+Cl ) (8.133)

Din ecuatia (8.133) se determina C.

5) determinarea deplasarilor
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Constantele C si D astfel determinate sunt introduse 1n ecuatiile (8.130) si
(8.131). Din aceste ecuatii se poate determina rotirea §i respectiv sageata in orice
sectiune a grinzii, daca se da valori lui x si se retin termenii corespunzatori

regiunii respective (numai acei termeni care contin binoamele x-1; > 0).

Observatii:

1. Aplicarea metodei de integrare Clebsch este avantajoasa atunci cand
grinda are un numadr mare de regiuni.

2. Metoda nu poate fi aplicata decdt la sarcini distribuite care dau
momente incovoietoare exprimate prin functii polinomiale (sarcini uniform sau
liniar distribuite, etc.). Insd odatd cu cresterea gradului functiei creste si

dificultatea formarii binoamelor x-I..

Aplicatie
Sa se determine sageata si rotirea in sectiunea A, la grinda din figura 8.22,

utilizand metoda Clebsch.

N q

—

VAR

N A ﬁ

— Pt L

2] 2q
5 1
31

[ P

Figura 8.22

Se scrie momentul Tncovoietor in ultima regiune de pe grindad respectand

conditia din relatia (8.114):
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x? (x-21)2 (x-31)?
Mz(x):le-2q7+V2(x-2l)-q 5 +2q 5 (8.134)

Se scrie ecuatia axei neutre deformate si se integreaza de doud ori,

respectand relatia (8.115).Se obtine:

d*v x2 (x-2D%  (x-2D)?
EIZdX—2=—V1X+2q7—V2(X—21)+q > -2q ) (8.135)
x2 x> (x-2D%  (x-21)° _ (x-21)°
ELO(X)=-V, - +2q" -V, +q~ 20— +C  (8.1360)

x> x* (x-2)  (x-2p? (x-2D)*
+ -2q

ELv(x) = -V, — +2q >V
N =N 2qn -V T Ty 24

+Cx +D (8.137)

Se determina constantele de integrare din conditia de rezemare. Deoarece

sageata Tn reazemul 1 este nuld, tinand cont si de relatia (8.126) se poate scrie:

D
V1=E=O:D=O (8.138)

In relatia (8.137) luand x = 21 si retindnd numarul corespunzator de termeni

se obtine expresia sagetii In reazemul 2, care este de asemenea nula:
v, =i( -&(21)3+§(21)4+c21 )=0 (8.139)
EI, 6 24

Din ecuatia (8.139) se determina constanta C.

Inlocuind constantele C si D astfel calculate in ecuatiile rotirilor (8.136) si
sagetilor (8.137), se pot determina rotirile si sagetile in orice sectiune a grinzii,
daca se dau valorile corespunzatoare lui x §i se retin numarul corespunzator de
termeni.

Astfel, pentru a determina rotirea si sdgeata In A, se retin, din relatiile
(8.136) s1 (8.137), doar termenii corespunzatorii incarcarilor din origine pana in
punctul in care se face particularizarea, se introduc valorile C si D si se face x=I.
Se obtine:

1 S
(PA=(P(1)=E_IZ( Vis 5 +0 (8.140)
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1 Soqlt
Va=v) =2 ( -V o+ o+ Cl) (8.141)

8.10.3.3 Calculul deplasarilor prin metode energetice

Calculul deplasarilor intr-o sectiune

Teoremele lui Castigliano si metoda Maxwell - Mohr (pentru calculul
derivatelor partiale) pot fi utilizate cu usurintd pentru calculul deplasarilor Intr-o
sectiune, asa cum s-a ardtat in Capitolul 4. Utilizand teoremele lui Castigliano (si
eventual metoda Maxwell-Mohr pentru calculul derivatelor partiale) se
calculeaza numai deplasarile intr-o anumita sectiune a grinzii. Acesta reprezinta
un dezavantaj al metodei, comparativ cu integrarea ecuatiei diferentiale a axei
neutre deformate (prin metoda Euler sau Clebsch), care da deplasarile intr-o
regiune sau chiar in toate regiunile grinzii.

La incovoierea grinzilor lungi si masive se neglijeazd de obicei aportul

fortelor tdietoare la energia potentiala de deformare. Astfel, se va admite expresia

(8.46) pentru energia potentiala de deformare.

Aplicatie:

Pentru exemplificare se va relua grinda in consola de la aplicatia facuta la
metoda analiticd de integrare a ecuatiei diferentiale a axei neutre deformate
(figura 8.19). Asa cum s-a precizat momentul incovoietor in grinda reala este:

M,(x) =-F-x

Grinda se incarca succesiv, in sectiunea in care dorim sa calculam sageata

si rotirea, numai cu o forta unitard $i apoi numai cu un moment unitar (figura

8.23) si se scriu momentele fictive care vor fi utilizate la calculul sagetii §i rotirii:

my(X) =-1-Xx =-X; mg(x)=-1 (8.142)
Sageata si rotirea pe capatul liber al grinzii se determina cu relatiile:
11!
v, == [M, (x)m, (x)dx (8.143)
EIL ¢
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3

Fl
v, =f =—§( Fx)(-x)dx =

EIL ¢ 3EL (8.144)

X F

2 |

2

iy
||”||” |I||| ||||I|W“VW“H“ “ || || || || || || [l [
Figura 8.23
respectiv

02 =gr jM (x)m,y, (x)dx (8.145)
02 =5 j( Fx)(- 1)dx_2FElI2 (8.146)
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S-au obtinut aceleasi expresii ale deplasadrilor ca in relatia (8.111),
obtinuta prin integrare analiticd a ecuatiei diferentiale a axei neutre deformate.
Faptul ca v, si @, sunt pozitive semnifica faptul ca deplasarea liniara (sdgeata) are
loc in sensul fortei unitare, iar rotirea sectiunii in sensul momentului unitar.

Sensul sarcinilor unitare este ales arbitrar.

Calculul deplasarilor intr-o regiune

Se va prezenta modul 1n care se poate face studiul deplasarilor intr-o
regiune a unei grinzii solicitate la incovoiere prin metode energetice (teoremele
Castigliano asociate cu metoda Maxwell-Mohr).

Fie grinda din figura 8.24. Deplasarile acestei grinzi au fost studiate la
metoda integrarii analitice a ecuatiei diferentiale a axei neutre deformate (figura
8.19).

Momentul incovoietor in sectiunea x, pentru grinda cu incarcare reala
(figura 8.24a) este:
M,(x) =-Fx

Pentru studiul deplasarilor intr-o regiune a grinzii, prin metode energetice,
sarcinile unitare fictive vor fi aplicate in sectiunea x. Astfel, pentru determinarea
derivatelor partiale prin metoda Maxwell-Mohr, in sectiunea x a grinzii (fara
incdrcarea reald) se adauga o forta unitara fictiva (figura 8.24c) si respectiv un
moment unitar fictiv (figura 8.24e). Grinzile incarcate cu sarcind unitara au doud
regiuni, prin care se fac sectiunile x; si respectiv x,. Toate sectiunile (x, x;, x;) au
aceeasi origine (In capatul liber al grinzii).

Pentru grinda din figura 8.24c momentele sunt (indicele v aratad ca aceste
momente sunt utilizate pentru calculul sagetii):

x; € [0, x] my(x;) =0 (8.147)
X, € [x,1] my(X,) = -1:(Xo-X) (8.148)

Functiile m, sunt prezentate in diagrama din figura 8.24d.
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Figura 8.24
Pentru grinda din figura 8.24e se scriu momentele:
x; € [0, x] my(x;) =0 (8.149)
X; € [x,1] me(X,) = -1 (8.150)

Indicele @ aratd ca aceste momente sunt utilizate pentru calculul rotirii.

In sectiunea x sageata si rotirea pot fi scrise succesiv astfel:

1
+ jMZ(xz)rnv(x2)c1x2 (8.151)

V=g

,)dx, (8.152)

v(X) =

EI, EI
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1
F o x3 x3 F ol 30 X0 o
=—( —-— = — —1 - ——l - =
V(%) EIZ( 3 %) EIZ[3( x7)-517-x7) ]

X (8.153)
F x> 17 3
"B, 6 23
1 X 1
(P(X)=§[ gMZ(Xl)m (Xl)dX1+jMZ(X2)m (x,)]dx, (8.154)
I F !

P(x) :E—szj(-lsxz)(-l)dx2 :E—IJXdez 8.155)

F x2 1

—_ (22 12 2

cp(X)—EIZ( 2) = 2EL (17 -x7) (8.156)

X

S-au obtinut astfel aceleasi expresii ale sagetii si rotirii, ca cele
determinate prin metoda integrarii analitice a ecuatiei diferentiale a axei neutre
deformate date de relatiile (8.109) si (8.110).

Metoda prezentatd mai sus va fi extinsd la o grindd cu n regiuni (figura
8.25a), incarcata cu sarcini oarecare. Ea permite determinarea sagetii si rotirii in
sectiunea curenta a unei regiuni oarecare a grinzii.

Se pune problema de a se determina sageata si rotirea in sectiunea ¢, din
regiunea (j-1,j). Se alege in capatul din stinga al grinzii originea pentru toate
cotele si toate sectiunile. Sarcinile unitare fictive, introduse 1n sectiunea ¢ (figura
8.25b,c), impart grinda n doud regiuni: cea din stanga sarcinii (notata cu S) si cea
din dreapta sarcinii (notata cu D). Pentru simplificare, momentul Tncovoietor din
regiunea (i-1,i) va fi notat Mj_; ; = M.

Se noteaza cu A(t) deplasarea generalizata n sectiunea f, prin aceasta
intelegand fie sageata v(t), fie rotirea ¢(t).

Pentru grinda cu 1incarcarea fictivd din figura 8.25b, momentele in

regiunea din stdnga si respectiv din dreapta fortei unitare sunt:
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L-t
xe [0,t] mS:T X,

8.157
e [t.1] e oy
X , mp = L X-1(x-t)= L
/_\t/_\/
1 2 -1 j j+1 -+ n-1  (n) X a)
/N 1, /N
=t 1, 77
1‘_ V' N
VO J1 1J Vn
1j+1
1n-1
1,=L
y
t J 1
0 (S) j-1.1 J, (D) b)
T T
A X | /\
wE X 7
I<v0’=(L-t)/L V;:r/LT
t
0 (S) j-1: > j: (D) A 0)
YA !
PE - X 1 77
T<Vo”= 1/L V.’=1/L T
Figura 8.25
de unde rezulta:
mg-Mmp =X-t (8.158)

Pentru grinda din figura 8.25¢, momentele din regiunea din stdnga si

respectiv din dreapta momentului unitar fictiv se pot scrie astfel:

xe [0,t] mg = -
(8.159)

xe [t,L] mp = -
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rezulta:
mg-mp =-1 (8.160)

Deplasarea in sectiunea consideratd se poate exprima astfel:

z

1 1 1
El " § i
(8.161)
1.
ot jM(J)msdx+ ]L M;mpdx +...+ ]L M, mpdx ]
]1 I

Se descompun integralele, astfel incat toate sa aiba limita inferioara zero:

1 1 1 1

z

t
o jM(J)msdx jM(J)msdx + §M(Ddex -gM(j)dex ... (8.162)

In.
...+ TM(H)deX - JJM(n)deX ]
0 0
Se grupeaza integralele cu aceleasi limite de integrare si se obtine:

1 1
A(t) = é[ §(M(1) M ) Jmgdx + §(M(2) Mg Jmgdx +.

1 I 1
+J§(M(J1) M(p)deXij(M(J) Mo b dX+Jﬂ Mt Mgy I +..

1
N (;f(M(n_D My, Jmpdx +§M(j) (mg -mp)dx ]

In forma restransa relatia poate fi scrisa astfel:

1

A = ——{ ilj[[M(l) My Ingdx +2 J§[M(l) My Inpdx +

EI,
(8.163)

t
+§M(j)(mS -mp )dx}

Daca in relatia (8.163), A(t) reprezinta sageata v(t), atunci mg si mp vor fi

date de relatia (8.157), iar diferenta mg - mp de (8.158). Daca insa A(t) reprezinta
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rotirea @(t), atunci mg si mp vor fi date de relatia (8.159), iar diferenta lor de
(8.160).

Avantajul metodei prezentate este acela ca poate fi utilizatd i atunci cand
metoda Clebsch este dificil de aplicat sau chiar nu poate fi aplicata: pentru grinzi
drepte cu sarcini distribuite dupa alte legi decat polinomiale, pentru grinzi cotite,

pentru bare curbe.

8.11. Grinzi static nedeterminate

La aceastd categorie de grinzi, numarul reactiunilor este mai mare decat
numarul ecuatiilor de echilibru. La fel cum s-a procedat si la alte solicitari,
ecuatiile de echilibru vor fi completate cu ecuatii de deplasari, formandu-se
un sistem compatibil prin rezolvarea caruia se determina valorile reactiunilor.
In principiu, orice metoda care permite calculul deplasirilor poate fi utilizata
si la ridicarea nedetermindrii. Dupd ridicarea nedeterminarii (aflarea
reactiunilor) grinzile se rezolvd la fel ca cele static determinate

(dimensionare, calculul deplasarilor).

8.11.1. Ridicarea nedetermindrii prin metoda Clebsch
Sa se calculeze reactiunile la grinda din figura 8.26a utilizand metoda
Clebsch de integrare a ecuatiei diferentiale a axei neutre deformate.
Pentru ridicarea nedermindrii se vor parcurge urmatoarele etape:
- scrierea ecuatiilor staticii
Se figureaza reactiunile, se scriu ecuatiile de echilibru si se stabileste gradul
de nedeterminare:

ZXi = 03 H1 = 0
2Y, =0V, -2ql+V, +V, =0 (8.164)
2Mgy =0=V;31+V,21-q211=0

Rezulta NR = 3 (numarul reactiunilor) si NE = 2 (numarul ecuatiilor), prin

urmare gradul de nedeterminare este GN = NR - NE = 1 (problema este simplu
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static nedeterminatd). Mai este nevoie de o singurd ecuatie (care rezultd din
studiul deplasarilor) care adaugata la cele doua din relatia (8.164) formeaza

sistemul compatibil prin rezolvarea cdruia se determina valorile reactiunilor.

q
H
—¥ le 3 a)
1+ X 4
V] V2 V3
21 1
X
q
1/ 2 3
b)
hiy / 2
2 21 ra B
Vi V, 4q V,
31

Figura 8.26

- ridicarea nedeterminarii
Se scrie momentul M (x) in ultima regiune (vezi figura 8.26b), respectand
conditia impusa la procedeul Clebsch. Se obtine:

x2 (x-21)°
Mz(x):le-q7+V2(X-2I)+qT (8.165)

Se scrie ecuatia diferentiald a axei neutre deformate si se integreaza de doua ori.

Rezulta:
d2v x2 q(x-21)°
El, — =-Vix+q—-V,(x-2))-——F—— (8.166)
X 2 2
EL ¢(x) = EI v Vﬁ+ L \4 (x-2° q(x'21)3+c (8.167)
PAARS de__12 q6_2 2 - 6 ’
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x> x* . x-2)® qx-2pt
EL v(x)=-V, ?+qa-\72 c T +

Cx+D (8.168)

Cele doua constante de integrare se determind din conditiile de rezemare.
Reazemele fiind presupuse rigide sdgeata in cele trei reazeme va fi nula, adica:

viO)=v,=0; v2D)=v,=0; v@)=v;=0 (8.169)

Doud dintre conditiile de rezemare vor fi utilizate pentru calculul

constantelor de integrare, iar a treia, dupd Tnlocuirea constantelor, va forma un

sistem compatibil impreuna cu ecuatiile (8./64). Se obtine:

1 \%
v(0)=——( -—0+C0+D )=0=>D=0 (8.170)
EI, " 6
1 en® et 12
- - - =— 8.171
v(21) EIZ[ Vi g, +C2 1=05C =4V, +q) ( )
3= ey Lyt Y2 5101 G- L v iaba =0
v( —EIZ[-6() 24( -6(-)-q Y 6(1Q) =
Din ultima relatie rezulta:
5, I 1,

Din relatia (8.172) si ecuatiile (8.164) rezulta sistemul prin rezolvarea
cdruia se obtin valorile celor trei reactiuni, deci se ridicd nedeterminarea grinzii.
Astfel pentru grinda din figura 8.26a se obtine:

V,+V, +V,-2ql=0
2V, +3V;-4ql=0=V, =;ql; V, =;ql; V; =ql (8.173)
15V, +V;+ql=0

Aplicarea acestei metode este mai laborioasa dar este avantajoasd daca se
cer deplasarile in multe sectiuni sau ecuatiile axei neutre deformate pe regiuni.

Dupa ridicarea nedeterminarii (aflarea reactiunilor) grinzile se rezolva la fel

ca cele static determinate (calculul de rezistenta, calculul deplasarilor).
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8.11.2. Ridicarea nedetermindrii prin metoda eforturilor
1) Se va aplica metoda eforturilor tot pentru grinda din figura 8.26a.
Pentru ridicarea nedermindrii se vor parcurge urmatoarele etape:
- scrierea ecuatiilor staticii
Aceasta etapd a fost parcursa la exemplul anterior.
- fixarea necunoscutei static nedeterminate §i stabilirea sistemului de baza
Gradul de nedeterminare fiind GN = 1, se va stabili o singurd necunoscuta

static nedeterminatd X; si se va scrie o singura ecuatie:

811X1+610 =0 (8.174)
q \
\
H |1 2 3 a)
0 o=
A V&
Vi 21 vV, 1 V3
q
2
X1 Xl . X A
q T \
; —' 9
| s
v, 0=2q1/3 V5 0=4q1/3
q
X1 X2
1= 2 3 d)
% | s
v, P=-1/3 Xi=1 v, =-2/3
Figura 8.27
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Sistemul de baza static determinat se obtine pentru o grinda simplu static
nedeterminatd prin indepartarea unei singure legaturi. Se poate indepdrta, de
exemplu, reazemul simplu 2 si reactiunea din acest reazem se alege ca
necunoscuta static nedeterminata X; = V, (figura 8.27b).

- studierea sistemului de baza

Se studiaza sistemul de baza in doud variante:

- Incarcat numai cu sarcinile reale (X, = 0) (figura 8.27c);

- Incarcat numai cu X; = I (figura 8.27d).

Se calculeazad reactiunile pentru aceste doud grinzi fictive si se scriu
momentele M,(x) (pentru Incarcarea cu sarcini reale) si respectiv m;(x), pentru
incarcarea cu X; = I. Prin toate grinzile fictive studiate se fac aceleasi sectiuni,
chiar daca numarul de regiuni nu este acelasi.

Expresiile My(x) si m;(x) sunt:

- in sectiunea x;

2 qx2
M,(x;)= qux1 —71

X1
ml(xl) = -

- in sectiunea X;:
4
M, (x3) = §q1x2

2X,
)=y

Calculul coeficientilor de influenta

Coeficientii de influenta din ecuatia (8.174) se calculeaza din relatiile:

1 21 1
d10 =E[ O[Mo(xl)ml(xl)dxl +§M0(x2)m1(x2)dx2] (8.175)
1 21 5 1 )
811 =5 | fm? (x)dx, + fmf(x,)dx,] (8.176)
z 0 0
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Inlocuind expresiile momentelor in relatiile (8.175) si (8.176) se obtine:

810 =- —3EI [ g( qlx1 —xl )dx, +— qux2dx2 (8.177)

21
8y, = OEL — gxfdx1+4§x2dx2 (8.178)

Integrand, rezulta

5, =29 4t (8.179)
0= 9 gl "7 9EI ‘
- calculul necunoscutelor
Inlocuind (8.179) in (8.174) si rezolvand ecuatia, rezulta:
1
X, =V, = qu (8.180)

Reactiunile V; si V; se pot determina din ecuatiile de echilibru (8.164).

2) Se va aplica metoda eforturilor pentru a ridica nedeterminarea la grinda
din figura 8.28.
- scrierea ecuatiilor staticii
Se figureaza reactiunilor, se scriu ecuatiilor de echilibru si se stabileste
gradul de nedeterminare:
2X,=0=>H,=0
Y, =0V, +V, + V3 +V, -F=0 (8.181)
XM, =0=>M, +V21+V321+V431-F721 =0

Au ramas douad ecuatii de echilibru si cinci reactiuni necunoscute. Gradul de
nedeterminare este GN = NR - NE = 5-2 = 3, deci problema este triplu static
nedeterminata.

- fixarea necunoscutelor static nedeterminate si stabilirea sistemului de

baza
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Gradul de nedeterminare fiind GN = 3, pentru obtinerea sistemului de
baza (static determinat) se vor inldtura un numar de trei legdturi (un numar de
legaturi egal cu gradul de nedeterminare). Se pot indeparta, de exemplu, cele trei

reazeme simple, care vor fi Tnlocuite cu fortele:

X1=Vy Xp=V3 X3=V, (8.182)
M, F
1 N
H, éﬂf %S’ %‘- 75 a)
2 V' V'
Vi 1 V. 1 Vs 1 V. 12
X4 %_<3 2 X F
! 2 3 4 A 4
y y r 5 b)
Xl X2 X3
X4 X3 X2 ' EX] F
1 2 3 4: \ 4
: 5 9
1 X4 X3 X | X
2 3 o~
‘ e E
X1=1
1 /X4 /XS 2 :/Xl
2 3 41
—s °
TX2=1 '
_X4 _X3 2 Xi
1 2 3 4 f)
A ) 5
X3=1
Figura 8.28
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Sistemul de baza este prezentat in figura 8.28b. Sistemul de trei ecuatii

canonice cu trei necunoscute are urmatoarea forma:

01X +06,X, +03X5+8,,=0
05X 48, X, +83X5 +06,, =0, cu §; =9; (8.183)
05X +03,X, +043X5+05,=0
- studiul sistemului de baza
Numarul variantelor studiate este egal cu numadrul indicilor diferiti ai
coeficientilor de influenta &, din sistemul (8.183). In cazul prezentat coeficientii
de influenta din sistem au 4 indici distincti (0,1,2,3), si in consecinta, sistemul de
baza se studiaza in urmatoarele 4 situatii: incdrcat numai cu sarcina F' §i respectiv
numai cu X; = 1, X, = 1, X3 = 1, ca in figurile 8.28¢c, d ,e, f. Expresiile
momentelor M(x;) si m j(x;) scrise pentru aceste sisteme sunt:
- in sectiunea x;
M, (x,) =-Fx,
m;(x;)=0, m,(x;)=0, m;(x;)=0

- in sectiunea x;:
1
MO(XZ) ='F(§+X2)
m(x,)=0, m,(x,)=0, m3(x,)=x,
- in sectiunea xj:
31

ml(X3):O, mz(X3):X3, m3(X3):1+X3

- in sectiunea x4:
31

ml(X4):X4, mz(X4):1+X4, m3(X4):21+X4

Calculul coeficientilor de influenta
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Coeficientii de influentd &; din sistemul (8./83) se calculeaza cu ajutorul

urmatoarelor relatii:

1 1/2
810 = [ jMO(xl)ml(xl)dx1 + jMO(xz)ml(xz)dx2 +

+§M0(x3)m1(x3)dx3 +§M0(x4)m1(x4)dx4 ]

1/2

8y = L [jM (xl)m2(x1)dxl+jM (X,)m, (x,)dx, +

+ §M0<x3>m2<x3>dx3 + 05M0<x4>m2<x4>dx4 ]

1 1/2
830 =5 [ jM (xl)m3(x1)dx1+§M (X,)m;(x,)dx, +

+§M0(x3)m3(x3)dx3 +§M0(x4)m3(x4)dx4 ]

1/2

8y =8y =—1 gml(xl)mz(xl)dxl + jml(xz)mz(xz)dx2

EI,
+§m1(x3)m2(x3)dx3 +§m1(x4)m2(x4)dx4 ]

1/2

0;3=04 = [ jml(xl)m3(x1)dx1 + jml(xz)m3(x2)dx2 +

EL,
+§m1(x3)m3(x3)dx3 +§m1(x4)m3(x4)dx4 ]

1/2

0p3 =03, = [ ij(Xl)m3 (xp)dx; + jmz(xz)m3 (xp)dx, +

EI
- 0§m2<x3>m3<x3>dx3 + 0§m2<x4>m3<x4>dx4 ]

1/2
O = [ gmf(xl)dxl + jml (x,)dx, + fml (x5)dx5 + fml (x4)dx, ]

1 12
09y [ jmz (xpdx; + jmz(xz)dx2 + jmz (x3)dx5 + jmz(x4)dx4]
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1/2

8qy = [ jm3(x1)dx1 + jm3(x2)dx2 + jm3(x3)dx3 + jm3(x4)dx4 ]

EI

Inlocuind expresiile momentelor de mai sus si integrand se obtin

coeficientii de influenta:

51 19 FP
810: ]EIZ()!‘( +X4)X4dX4 12E71Z
3l 1 5] 17 FP
820:-E—IZ[ §(5+x3)x3dx3+O§(§+x4)(1+x4)dx4]= SEL
F L1 k31 ! 45 FP
S0 =g | §(§+x2)x2dx2 +§(§ +x3)(1+x5)dx, +§(§ +x)Qx ) 1=-Z 5

1! 51°

015 =98y, =§§X4(l+x4)dx4 = 6EL
4 1
§x4(21+x4)dx4 =———

83=0
13703 = EIZO 3El,
14 1°
8y3 =83y = [ jx3(1+x3)dx3+§(1+x4)(21+x4)dx4 1= L
1L 17
Oy = EI, jx4dx4 3EIZ
2 [ 2 8 13
822=E—IZ[ §x3dx3+§(l+x4) dx,] =gE—IZ

3
843 = EIIZ[ (l)jx%dxz +§(1+ X;3)7dx, +;§(21+ x)dx, 1= 915112
- calculul necunoscutelor
Inlocuind cei noui coeficienti de influentd in (8.183), se obtine un sistem
compatibil. Rezolvand sistemul, rezultd cele trei necunoscutele static
nedeterminate alese initial:
X,=V,=048F, X,=V;=336F, X;=V,=-103F (8.184)

Reactiunile V; si M, se determina apoi din ecuatiile de echilibru (8.181).

266



10.

11.

12.

13.
14.

Bibliografie

Anghel A., - Rezistenfa materialelor, partea 1-a, Ed. Tehnica,
Bucuresti, 2001

Atanasiu, M. - Metode analitice noi in Rezistenta materialelor, Ed.
U.P.B. 1994

Babeu T., - Rezistenta materialelor, vol.1, Universitatea Tehnica
Timisoara, 1991

Buga, M., Iliescu, N., Atanasiu, C., Tudose, L. - Probleme alese de
Rezistenta materialelor, Ed. U.P.B. 1985

Bausic V. (coord.), - Rezistenta materialelor, Inst. Politehnic-Iasi,
1978

Barsanescu P. D., - Rezistenta materialelor, vol.1, Solicitari simple,
Ed. Gh.Asachi, Iasi, 2001

Bia C., Ille V., Soare M.V., - Rezistenta mat. si Teoria elasticitatii,
Ed. Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1967

Buzdugan, Gh. - Rezistenta materialelor, Ed. Academiei, Bucuresti
1986

Buzdugan, Gh. s.a. - Culegere de probleme din Rezistenta
Materialelor, Ed. Didactica si Pedagogica, Bucuresti 1979.
Constantinescu, 1., Danet, G.V. - Metode noi pentru calcule de
rezistenta, Ed. Tehnica, Bucuresti 1989

Constantinescu, I.N., Piciu, R.C., Hadar,A., Gheorghiu, H. -
Rezistenta materialelor pentru inginerie mecanica, Ed. BREN,
Bucuresti 2006

Cretu, A. - Probleme alese din Rezistenta materialelor, Ed.
Mediamira, Cluj- Napoca 2001.

Cretu, A. - Tensiuni, Stress, Contraintes, Ed. UT Cluj-Napoca 1993

Curtu I., Sperchez F., - Rezistenta materialelor, Univ. Brasov, 1988

267



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Curtu 1., Ciofoaia M., Baba M., Cerbu C., Repanovici A., Sperchez
F., - Rezistenta materialelor, Probleme IV, Ed. Infomarket, Brasov,
2005

Deutsch 1., - Rezistenta materialelor, Ed. Didacticd si Pedagogica,
Bucuresti, 1979

Deutsch 1., Goia I., Curtu I., Neamtu T., Sperchez Fl., - Probleme de
rezistenta materialelor, Ed. Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1983
Deutsch, 1. s.a. - Probleme din rezistenta materialelor, Ed. Didactica
si Pedagogica, Bucuresti 1986

Drobota, V. - Rezistenta materialelor, Ed. Didactica si Pedagogica,
Bucuresti 1982

Dumitru I., Faur N., - Elemente de calcul si aplicatii in rezistenta
materialelor, Ed. Politehnica, Timisoara, 1999

Dumitru 1., Negut N., - Elemente de Elasticitate, Plasticitate i
Rezistenta Materialelor, vol. I, Ed. Politehnica, Timisoara, 2003
Gheorghiu, H., Hadar, A., Constantin, N. - Analiza structurilor din
materiale izotrope §i anizotrope, Editura Printech, Bucuresti 1998
Goia 1., - Rezistenta materialelor, vol. 1, editia a 3-a, Editura
Transilvania, Brasov, 2000

Horbaniuc D., - Rezistenta materialelor, vol. 1, Inst. Politehnic-Iasi,
1979

Horbaniuc D. (coord.), - Rezistenta mat. Elasticitate. Probleme, Ed.
,,Gh. Asachi”, Iasi, 1993

Ispas, B., Constantinescu E., Alexandrescu, I. - Rezistenta
materialelor. Culegere de probleme, Ed Tehnica, Bucuresti 1997.
Iliescu, N., Jiga, G., Hadar A. - Teste grila de Rezistenta
materialelor. Ed. PRINTECH, Bucuresti 2000

Marin, C - Rezistenta materialelor §i elemente de teoria elasticitatii,

Editura BIBLIOTHECA, Targoviste 2006.

268



29. Mocanu D.R., - Incercarea materialelor, vol. 1-3, Ed. Tehnica,
Bucuresti, 1982

30. Mocanu D.R., - Rezistenta materialelor, Ed. Tehnicd, Bucuresti,
1980

31. Mocanu F., - Rezistenta materialelor, Ed. CERMI, Iasi, 1998

32. Mocanu F., - Rezistenta materialelor, voll, Ed. TEHNOPRESS, Iasi,
2006

33. Ponomariov S.D. s.a., - Calculul de rezistenta in constructia de
masini, vol. 1, Ed. Tehnica, Bucuresti, 1964

34. Ponomariov S.D. s.a., - Calculul de rezistenta in constructia de
masini, vol. 111, Ed. Tehnica, Bucuresti, 1967

35. Posea, N. s.a. - Rezistenta materialelor. Probleme, Ed. Stiintifica si
Enciclopedica Bucuresti 1986

36. Radu, Gh., Munteanu, M - Rezistenta materielelor si elemente de
Teoria Elasticitatii, Vol. 2. Ed. MACARIE, Targoviste 1994

37. Timoshenko, S.P. - Teoria stabilitatii elastice. Ed. Tehnica,
Bucuresti 1967

38. Tripa M., - Rezistenta materialelor, Ed. Didactica si Pedagogica,
Bucuresti, 1967

39. Tudose I, Constantinescu D.M., Stoica, M. - Rezistenta materialelor.
Aplicatii, Ed. Tehnica, Bucuresti 1990

40. Voinea R., Voiculescu D., Simion P.F., - Introducere in mecanica

solidului cu aplicatii in inginerie, Ed. Academiei, Bucuresti, 1989

269



