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Lucrari de verificare a cunostintelor



6 Matematici speciale. Lucrari de verificare a cunogtintelor

Matematici speciale
1.1 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 1

1. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia sistemului

¥ —x+4+2y = 0,
" + 2y = 2t —cos2t

1
care satisface conditiile initiale x(0+) = 0, 2/(0+) = —1, y(0+) = 3
o 5 1. 1, 1 1.
Raspuns. x(t) =t* — —sin2t; y(t) = —t + -t + = cos 2t — — sin 2¢.
2 2 2 4
2. Sa se cerceteze daca functia

_m2+y2—3$+2—iy
224y —4r+4

este olomorfa gi sa se aduca la forma w = f(z), 2 #2, z=ux+1iy.

—1
Raspuns. w = : .
z—2
+o0 in 2
3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze I = / fs’#di
oo ¢ —22410
R I=-"(sin2+3cos2)
aspuns. = —(sin cos2).
P 3¢S
4. S4 se afle transformata Fourier prin cosinus F. a functiei f(x) = m si din rezultatul obtinut sa se
x
oo - —Uu
deduca relatia /0 (alr :l_n;;; do = TFUZ
. 1+uw _, . . A . o
Raspuns. Fo.(u) = +2m 1 e . Egalitatea se obtine derivand sub semnul integrala.

5. Se considera functiile original f(t) = e’ si g(t) = e~ 2'. S se determine convolutia f * g in doud moduri:
— calculand direct integrala care defineste convolutia;

— aplicand transformarea Laplace convolutiei.

et _ =2t

> 0.
3 >

Raspuns. (f*xg)t) =

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.



Matematici speciale. Lucrari de verificare a cunogtintelor 7

Matematici speciale

1.2 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 2

1. Sa se determine functia olomorfa f(z) = u(z,y) + tw(z,y) stiind c&:

u(z,y) = 2 —3zy?+2zy—2x, f(0)=1.

Raspuns. v(x,y) =322y —a? — > +19° —y+ 1= f(2) = 2% —iz® — 2 +1i.

2. Sa se studieze comportarea seriei de puteri

Raspuns. Convergenta pe discul inchis |z — 2i] < 3 si divergenta in exterior.

3. Sa se reprezinte printr—o serie Fourier functia periodica de perioada T =7
f(t) = |sint|.

Ré Isint] 4(1 = cosQnt) ‘e R
- sint| = —( = — — ), .
aspuns m\2 4n? — 1

n=1

4. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia ecuatiei integrale
t
/ sin (t — 7)x(7)dr = t2.
0

Indicatie. Primul membru al ecuatiei integrale este convolutia a doua functii.

Raspuns. x(t) = 2+ t2.
5. Sa se gaseasca punctele singulare de la distanta finita si comportarea in punctul de la infinit pentru functia
7 2 :
2t —3z
= ———— gi apoi sa se calculeze integrala I = dz, unde R # 3.
f(2) 2 G, g B apol uleze integr /|Z|Rf(z) Z, un #

Raspuns. Punctul z = 3 este pol de ordin doi, iar z = oo pol de ordin cinci. Pentru R < 3 rezulta I = 0,
iar pentru R > 3 gasim I = 10170z.

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.



8 Matematici speciale. Lucrari de verificare a cunogtintelor

Matematici speciale

1.3 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 3

1. Sa se determine functia olomorfa f(z) = u(z,y) + tw(z,y) stiind c&:

. Yy
I =v(x =e%s —_ =1 d =1.
m f U(Ta y) € smy + 5132 ¥ y27 f(ZO) , unde 2o
o 1
Raspuns. fz)=e*—-+2—c.
z
2. Sa se d It F functia f(z) = !
. Sa se dezvolte In serie Fourier functia -
5+ 3sinx’

nm .onmo,
(cos 5 cosnt—&—sm7smnt).

»-lk\}—‘

1 o0

Raspuns. 5 Z

3. Sa se gaseasca punctele singulare de la distanta finitd si comportarea in punctul de la infinit pentru

2

f<Z) = . 2.

sin” z

Raspuns. z = km, unde k este numar intreg, poli de ordin doi; z = 0o punct singular esential neizolat

(limit& de poli).

4. Sa se gaseasca dezvoltarea in serie Laurent in jurul punctului z = co pentru

213

(=2F +3)7

f(z) =
din rezultatul gsit s& se precizeze Rez [f, 00] si apoi si se calculeze integrala

/f(z)dz, unde z=x+iy si C: 422 +9y> -36=0.
c

Raspuns. rez [f,00] = —1, / f(z)dz = 2mi.
2 cos? 0
5. Sa se calculeze cu teorema reziduurilor integrala reala I = / —_—
o (b+4sinf)?
Raspuns. I=m/6.

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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Matematici speciale

1.4 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 4

z
1. Folosind teorema reziduurilor calculati I = / ﬁdz, unde I este cercul de raza a # 1 cu centrul in
T RL—Z2
origine. Discutie dupa a > 0.
Raspuns. Pentru a < 1= I = 27wiRez[f;20 = 0] = —27. Pentru a > 1 =

I= 27Ti(Rez [f;20=0]+Rez[f;21 = z]) =27m[—1+2sin1 + cos1+ 2i(sin1 — cos 1)].

2. Sa se dezvolte in serie Fourier functia

0, pentru z € [—¢,0]
x, pentru z € [0,].

fi[—f,g}—’ﬂ%» f(‘L):{

271
R 7l . = = =
aspuns. w

12((—1)’@ - 1) ’
T T

f(z) =ag+ Z ag cos kwx + by sinkwz, = € IR.
k=1

o0
n!)3
3. Sa se afle raza de convergentd R a seriei de puteri in complex Z (nl) z"
= (3n)!

Raspuns. R =27.
4. Sa se determine solutia problemei
' =x+y— 3et
{ S — 3y 5 z(0+) =5, y(0+) = 3.
Indicatie. Eliminand y se ajunge la problema
2 —dx = —6e! 4+ 5e%;  x(0+) =5, 2/(04) =5,

a carei solutie se determina utilizand transformarea Laplace.

2(t) = e +e 2 4 2et 4 €3t
Raspuns.
y(t) = % —3e 2 + 3et + 2%
5. Sa se scrie sub forma a + ¢b numarul complex V2.
Indicatie. Se scrie numarul dat ca V2 = eV2Ini,
Raspuns. V2 = cos ﬂ(g + 2k7r> + 7sin \/5(% + 2k7r).

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica
a celor cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.



10 Matematici speciale. Lucrari de verificare a cunogtintelor

Matematici speciale

1.5 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 5

dz
1. Folosind teorema reziduurilor calculati integrala I = / unde curba I este, pe rand, unul din

r (22 +9)?
cercurile:
[:]z—2i|=2; Ta:|z+2i|=2; T's:|z|=4.

R /L_i /L__i /L_O
apuns - G925 J, 2497 54 Jp, (22492

2. Sa se dezvolte in serie Fourier functia

1—acosz

f() la] <1, a #0.

T 1-2acosz +a?’
Indicatie. Se alege ca interval [«, a + T, intervalul [—, 7].

Raspuns. flz) = z a™ cosnx.

n=0

3. Folosind transformarea Laplace determinati solutia ecuatiei integrale

() — /0 S a(r)dr = t.

Indicatie. Observati intai ca ecuatia are forma e’ x(t) = x(t) — t, apoi aplicati transformarea Laplace.

1 1 1
Raspuns. x(t) = ~1 + it + 1621", t>0.

z—a
4. Aratati ca z = oo este punct ordinar pentru functia f(z) = In

Indicatie. Se dezvoltd in jurul punctului z = oo functia f/(z), se revine la f(z) integrand seria termen
cu termen in coroana infinitd |z| > max (|al, |b]), constanta de integrare fiind C' = i2kn.

Raspuns. z = 00 este punct ordinar pentru functia f(z).

[oe] . .

o .. n2i?" 4+ ni® + 1
5. Sa se calculeze suma S a seriei de numere complexe g —
n!
n=0

Raspuns. S=e+iel.

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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Matematici speciale

1.6 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 6

3z+2
1. S& se dezvolte in serie de puteri functia f(z) = B
z(z —1)2

a) 1n jurul punctului zo = 1;

b) 1in jurul punctului 2z = 0.

0 1) = (25 + o) D -k

Raspuns. - h=0
2
b) f(z)=1(3+- k2Rt
(322

2. Utilizand teorema reziduurilor sa se arate ca

4 eiz
———dz=0,
TR —T

unde I' este cercul de raza arbitrara R > 0 cu centrul in origine.

Indicatie. Se iau cazurile R < m, R=m, R > 7.

3. Folosind transformarea Fourier sa se rezolve ecuatia integrala

e 1
/0 o(u) cosxudu = o
Raspuns. o(u) = e ™.
4. Sa se reprezinte printr—o integrala Fourier functia factorul discontinuu al lui Dirichlet
1, pentru [t < a,
1
f(t) = X pentru ¢ =+a, a>0.
0, pentru |t| > a,
2 [ si cosut
Raspuns. ft) = f/ SmAuCS ™ du.
™ Jo u
. . . 9 T do
5. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze I = —_—
» 13+ 12sin6
2
Raspuns. I = %

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.



12 Matematici speciale. Lucrari de verificare a cunostintelor

Matematici speciale

1.7 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 7

1. Sa se rezolve ecuatia

(57) =
Raspuns. Zp = —itg W, unde £k =0,n — 1.
2. S& se determine functia olomorfd f(z) = u(x,y) + iv(x,y) stiind ca:
v(z,y) =e*(xsiny +ycosy) +x+y; f(0)=0.
Raspuns. f(z) =1 +1i)z+ ze€”.

3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala reala

/+°° T cos 2x
I = — — dx
2 — 2z + 10

J —oo

cos2 — 3sin2

Raspuns. =
P 3eb
4. Sa se determine functia f(¢) care satisface ecuatia integrald Fourier
e 1
t)costrdt = ————, x>0,
/0 f(t) costa pe e M
unde a este o constanta pozitiva.
% 1 —at
Raspuns. flt)y=—e"".
a
5. Sa se gaseasca functia original f(¢) daca imaginea sa este
1
Flp)=———7—.
() p2+6p—7
1 1
Raspuns. ft) = 16_31" sinh 4t = A (et - e‘”).

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica
a celor cinci note este calificativul obtinut la acest test. Timpul de lucru este 2 ore.



Matematici speciale. Lucrari de verificare a cunogtintelor 13

Matematici speciale

1.8 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 8

1. Utilizand transformarea Laplace rezolvati problema cu valoare initiala

' + 2z =26sin3t, z(0+)=3.

Raspuns. x(t) = 92! — 6 cos 3t + 4sin 3¢, unde t € [0, 0).
2. S& se determine functia olomorfd f(z) = u(x,y) + iv(x,y) stiind ca:

u(r,y) = plax +by), a,be R, si f(0)=2i

Indicatie. Se impune conditia ca functia u(z,y) si fie armonici si se gaseste u(z,y) = a(ax + by) + 3,
unde « §i 0 sunt constante reale arbitrare.

Raspuns. f(z) = ala —ib)z + 2i.

3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala reala

+oo .2
1
I :/ T
oo T

Raspuns. I=m2.
intr—-o vecinatate a lui z9 = 0. Sa studieze natura

f(z)dz §i/||R>1 f(z)dz.

1
4. S& se dezvolte in serie Taylor functia f(z) = -
z2+1 i
punctului de la infinit si, din acest rezultat, sa se deduca /
|z|=R<1
Raspuns. Pentru |z| < 1 are loc dezvoltarea

oo

f(Z) =1-22 + A _ 6 4. = Z(_l)nzwz.

n=0

34+41)(1—1
5. S& se giseascd |z|, Rez i Im z pentru numérul complex z = w

2i
5v2 1 7
Raspuns. |Z\:Tf,Rez:§,§i Imz:—i.

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.



14 Matematici speciale. Lucrari de verificare a cunostintelor

Matematici speciale

1.9 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 9

1. Sa se gaseasca punctele din planul complex in care functia
f(z) = 22 +iz°4+42+67+8

este monogena. In punctele gasite, sa se calculeze derivata functiei.

Rdspuns. zo = —3i i f'(20) = 4 — 6i.
o0

2. Sa se determine raza de convergenta a seriei de puteri E nz""1 i si se arate ci pe discul de convergenti
n=1

|z| < 1 are loc egalitatea

et (1—2)

[o ]
1
Raspuns. R = 1. Egalitatea se deduce derivand in Z PAES T .
n=0 -z
3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala reala
+oo d
I = / 27x, a > 0.
o P
™
Ra . I=—.
aspuns 553
4. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia problemei
2 +3x +2z=e"t, z(0+)=2'(0+)=0.
Raspuns. z(t)=e 2+ (t—1)et, t>0.
5. Sa se determine imaginea F'(p) prin transformarea Laplace a functiei
f(t) =e*Mcos(wt+ ¢).
A (2
Raspuns. F(p) = pt e

(p+ A2 + w?

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 si 10. Media aritmetica
a celor cinci note este calificativul obtinut la acest test. Timpul de lucru este 2 ore.



Matematici speciale. Lucrari de verificare a cunogtintelor 15

Matematici speciale

1.10 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 10

1. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia problemei
2(t) +32'(t) + 2z(t) =t + 1, x(0+)=1, 2/(0+) =0.
Indicatie. Se aplica transformarea Laplace. Se gaseste

P3P +p+1

X = e e

Se descompune X (p) in fractii simple si se determini z(t) = L7 [X (p)].

1 1 3
Raspuns. x(t) = §t ~7 +2e7t — Ze_zt, unde ¢t > 0.

z—1
2. Pentru functia f(z) = 5 si se scrie seriile Taylor in punctele z = 0 §i z = i.
-

1 1
Indicatie. Punem, pe rand, f(z) in formele f(z) =1+ s gi respectiv f(z) =1+ o
o 1 = 2" . = n (2—0)"
R(lspuns. f(Z) = 5 — nz::l W7 cu R = 2, S1 f(Z) =1+ nz::l(_l) m
3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala reala
00 l’2
1= dx, >0, b>0.
/0 (@2 +a2)(a2 + 022" 47
T
Ra. . I=——.
aspuns CE)E
4. S4 se arate ci nu existd functia olomorfa f(z) a carei parte reald u(z,y) este
u(z,y) = e*(cosy — ysinx)
Indicatie. Se arata ca functia u(z,y) nu este armonica.
5. Folosind transformarea Laplace sa se rezolve ecuatia integrala
t
x(t) + 2/ x(7)dr = 3e' + 2t.
0
Raspuns. z(t) =1+el +e7 2

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.



16 Matematici speciale. Lucrari de verificare a cunogtintelor

Matematici speciale

1.11 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 11

1. Sa se gaseasca punctele singulare de la distanta finita ale functiei de mai jos cercetand si comportarea sa
in punctul de la infinit

9s1 Z—1
z) =e*1In .
/) zZ 41
Raspuns. z = =£i puncte critice logaritmice; z = co punct singular esential izolat.
2. Fie functia complexa
322 — 12z + 11

1) = G_1(-2)(—_3)

S& se dezvolte f(z) in serie de puteri ale lui z pe domeniul 1 < |z] < 2.

o0 o0

} 1 1 L\ o
Raspuns. 1@ =3 o = 2 (goer T )"
n=0 n=0
3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala reala
—+oo
x
I= = dx.
/_Oo (22 — 6z + 10)2 *
3
Raspuns. 7="°"
2
4. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia problemei
' +y +3x = 15e7! z(0+) = 35, y(0+) = 27,
y' —4a’ +3y = 15sin2t, ' (04+) = —48, ¢'(0+) = —57.

Raspuns.

2 =30cost — 15sin3t + 3e =t + 2 cos 2t
y = 30cos 3t — 60sint — 3e~! + sin 2t.

5. Folosind transformarea Fourier sa se rezolve ecuatia integrala

/ g(u) cos tudu =

{ 1—-t%¢, pentru 0<t<1
0

0, pentru ¢t > 1.

2 [ 2 1—cosu
Raspuns. g(u) = ;/ (1 —t)cosutdt = — %, u € [000).
0

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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Matematici speciale

1.12 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 12

1. Consideram problema cu valori initiale
ar” +bx' +cx = f(t), z(0+)=2a'(0+)=0, t>0,

1

pentru care functia de transfer a sistemului este ®(p) = B
p P

(a) Sa se determine constantele a, b si c.

(b) Daca f(t) = e, determinati x(¢) cu ajutorul transformérii Laplace.

X
Indicatie. Functia de transfer a sistemului este ®(p) = F((]Z))))’ unde X (p) = Llz(t)] si F(p) = L[f(¥)].
o —t 2 —t/2 1 —2t
Raspuns. a=c=2, b=5 =z(t)=—e —|—§e ’ —|—§e , t>0.
2. Sa se determine functia f(z) = u(x,y) + iv(x, y) olomorfa in intreg planul complex la distanta finita stiind
ca:
u(z,y) = 2? —y? +4zy;  f(0) = 0.
Raspuns. f(z) = (1 —2i)22.
3. Dezvoltati in serie Laurent functia f(z) = m in|z—1] > 2.
Raspuns flz)= #[i(—l)”i-i-i(—l)”i
" . - (Z o 1)3 n=0 (Z o 1)71/ n=0 (Z o 1)”+1
4. Folosind teorema reziduurilor sa se determine valoarea integralei
< 2?42
I= ————du.
/0 (@2 +16)2""
9
Raspuns. = é

5. Demonstrati ci functia complexi f(z) = e'/* are in zyp = 0 un punct singular esentjial izolat.
Indicatie. Se foloseste dezvoltarea Laurent in jurul originii a functiei

flz)=e%.

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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Matematici speciale

1.13 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 13

1. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia problemei

2 — 92" 4+ 20z = t2ett,  2(0+) = -1, 2/(0+)=-3.

5 1
Raspuns. z(t) = —det + 3¢5t — 3 (t3 + 312 + Gt) et

2. Sa se afle multimea de convergenta a seriei de puteri

oo

(1+2)" n
;(n+1)(n+2)(2_2) '

S

V3

1
Raspuns. Multimea de convergenta este BQ( , —) ={zeC: |z-2| <

V2

3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala reala

+oo T
I = ———dx.
/_oo (22 — 4o +5)? *

Raspuns. I=m.

1—a?

= x
1 —2acosz + a?’

4. S& se dezvolte in serie Fourier functia f(x) € (==, +m), unde a este o constantd in

modul subunitara.

Indicatie. Coeficientii se calculeaza cu teorema reziduurilor; a,, si b, se gasesc simultan calculand a,, +ib,, .

Raspuns. flz)=1+2 Z a" cosnz, z € IR.

n=1

5. Sa se calculeze toate valorile posibile pe care le poate lua integrala / pentru diferite pozitii ale

cz(z*—1)
curbei inchise C, presupunand ca aceste curbe nu trec prin punctele O(0,0), A(1,0), B(0, —1).

Indicatie. Se considera curbe inchise care contin unul, doua, trei sau nici unul din punctele singulare.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica
a celor cinci note este calificativul obtinut la acest test. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.14 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 14
1. Folosind transformarea Laplace sa se rezolve problema lui Cauchy pentru sistemul
=y
y = —x +y+ cost,
cu datele initiale: x(04) = 0; y(0+) = 0.
2 4 .
Tr=—=e’/“sin —— —sint
2
Raspuns. V3
vl W3 V3 13
y=e" (cosi + —sm—) — cost.
2 3 2
2. S& se determine functia olomorfd f(z) = u(x,y) + iv(x,y) pentru care se cunoagte:
u(z,y) = gln (2% + y?) — yarctg Q; f(1)=o0.
x
Raspuns. f(z)=zlnz
3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala reala
oo dx
I = —— s > 0.
[ wrap
3T
Ra . -2
aspuns 8ot
4. Sa se calculeze transformata prin cosinus a functiei f(z) = e 21l cos .
2 2
Ra . F.(u) =
aspuns W= arez T 1Ay
5. Sa se determine seria Taylor in vecinatatea punctului zg = 4 a functiei
z+3
z) = 22 —82+15
Indicatie. Se noteaza z — 4 = u.
Raspuns. fR)=—(T+uw) (1l +u2+ut+ . +u®+..)

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica

a celor cinci note este calificativul obtinut la acest test. Timpul de lucru este 2 ore.
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Matematici speciale

1.15 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 15

1. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia problemei

t2(t) + 22/ () =t — 1, x(0+) = 0.

Raspuns.

2. S& se demonstreze ca dacd functia f(z) = u(x,y) + iw(z,y) este olomorfa pe un domeniu D din planul

complex, atunci functia reala de doua variabile reale

pla,y) = (@9 e @) sinu(a, y)
este armonica pe D.

3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala reala

"0 dx
I = 0, b>0.
/0 (22 + a?)(z? + b%)’ @=tobe

Raspuns.

4. Sa se reprezinte printr—o integrala Fourier functia
sint, |t| < nm,
ft) =

0, [t| > nm,

n fiind un numéar natural, n > 1.

ab(a +b)’

> sinnmusin tu

Raspuns. fi) =
5. Sa se gaseasca domeniul de convergenta pentru seria

Su ot
nt (z—1)

n=1

Raspuns.

u? —1

|z — 1| > e.

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor

cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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Matematici speciale

1.16 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 16

1. Sa se gaseasca imaginea dreptunghiului cu varfurile in punctele 0, 1, 1 + 2¢, si 2¢ prin transformarea
w=(14+14)z+2—3i.
Indicatie. Deoarece w se scrie w = \/i(cos% + isin g)z + (2 — 3i) = V242 + (2 — 3i), imaginea

dreptunghiului se obtine efectand o rotatie, urmata de o omotetie si apoi de o translatie.

2. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia problemei

/

¥ =y
z(0+) =1, y(0+)=3.
Yy = -,

t

y z(t) = 2et—e”
Raspuns. { — 9t 4 et

<

—~
~

=

2 +1
23(z — 1)

z = 0o gi s& se afle valoarea integralei / 12| = Rf(2z)dz, unde R # 1.

3. Se da functia f(z) = . Sa se calculeze reziduurile in punctele ei singulare, inclusiv in punctul

Raspuns. Rez[f,z1 =0] = —i, Rez[f,z2o =1 =1+14, Rez[f, 23 =o0] = —1.

4. Sa se calculeze solutia ecuatiei integrale

f(t) =sint + %/0 (t —71)2f(r)dr

folosind transformarea Laplace.

y 1,1 , 2 V3
Raspuns. flt)y= ¢ + 3 ( cost + sin t) — 5 cos Tt'
5. S se puna sub forma a + ib numarul complex z = (1 +i)*~".
Rdspuns. z = /2e7/ A2k ( cos (1/4 —In+/2) +sin (7/4 — In ﬁ))

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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Matematici speciale

1.17 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 17

1. Folositi transformarea Laplace pentru a gasi solutia ecuatiei integrale
txa(t) =t>(1 —e ).
Raspuns. z(t) =2+ (2 + 16t + 2)e’.
2. Sa se determine punctele z = x 4 ¢y 1n care functia complexa de variabila complexa
f(z) =a® —dzy +y +i(3x —y?)

este monogena si sd se calculeze derivata functiei in punctele gasite.

Raspuns. z20=141, f'(20)=—-2+ 3i.
z
3. S4 se determine reziduurile functiei f(z) = ——————— i s se calculeze / f(2)dz, unde R # 1.
(z+1)(z—-1)° |5|=R
1 1
Raspuns. Rez[f,—1] = 3 si Rez [f, 1] = ~3
+oo 2
4. Sa se calculeze integrala improprie I = [ _ mdr
Raspuns. I=mx/8.

5. Se cere transformata Laplace F(p) a functiei original f(t) = te=3!sin 5¢.

10(p + 3)

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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Matematici speciale

1.18 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 18

1. Sa se determine regiunile planului complex unde functia complexa de variabild complexa
f(2) = |2* = y?| + 2ilay]

este olomorfa. In fiecare regiune gasitd, si se determine derivata functiei f(z).

I:/ ze® dz,
c

v o e .. ™. o ™ .
unde C' este o curba neteda pe portiuni oarecare care unegte originea cu z = 52. Raspuns. [ =1— 5~ 1.

2. Sa se calculeze integrala complexa

3. S se calculeze imaginea F(p) a functiei original f(t) = (¢3 + >+t + 1)et.
1 n 1 n 2 n 6
p—1 (p-1?2 (-1 (p-D¥

4. Folosind transformarea Laplace sa se rezolve ecuatia integro—diferentiala

Raspuns. F(p) =

it
x(t) + ' (t) — 2/ x(7)sin (t — 7)dT = cost + sinh ¢
0
cu conditia z(0+) = 1.
Raspuns. x(t) = cosht.
5. Sa se arate ca are loc egalitatea

/°° cos ax G — 7(be™ ¢ — ce~ )
o (22 402) (2?4 ?) B 2bc(b? —¢2)

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a
celor cinci note este calificativul obtinut la acest test. Timpul de lucru este 2 ore.
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Matematici speciale

1.19 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 19

1. Folosind transformarea Laplace, eventual combinata cu metoda eliminarii, s se determine solutia sis-

temului
) = 2x1 + a9
xh =1 + 229
care satisface conditiile initiale x1(0+) = 1, x2(0+) = —3.
r1(t) = 2et — et
Raspuns.
o(t) = —2et —e3t.

2. Sa se rezolve problema cu valoare initiala

t
¥ —x= / (t —s)e®ds, x(0+)=—1.

0

Indicatie. Membrul doi al ecuatiei diferentiale este convolutia ¢ * ef. Se aplici transformarea Laplace.
Raspuns. z(t) =2+ t(t—3)et, t >0.
3. Sa se determine punctele z In care functia complexa
f(z) = 2242:2-222432+22, z=x+iy, Z=2x—1iy

este monogena si sd se calculeze f/(z) in punctele determinate.

1
Raspuns. 20 = = — i, f'(z0)=4—1
2 6
N . 1 . Coa? P
4. Sa se calculeze integrala I = sin — dz, unde IT" este o elipsa de ecuatie — + = — 1 = 0, in
r 1422 z a? = b?
urmatoarele doua cazuri: 0 < b < 1; b > 1.
Raspuns. b<1l=1=2misinhm; b>1=1=0.
5. Sa se dezvolte in serie Laurent functia
1
/) 2(z—=1)(z —2)
in coroana circulara 0 < |z| < 1.
Ri =5+ z (1= 5or) "
aspuns. =37 St .

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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Matematici speciale

1.20 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 20

1. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia problemei

@ 422" +2=0, z(0+)=1, 2/(0)=0, 2”(0+)=0, z”(0+)=0.

1
Raspuns. x(t) = cost + §t sin t.

T2

2. Sa se calculeze integrala complexa [ = / _
o 2(z — 21)
diferita de 1 si de 3, parcurs in sens direct trigonometric. Discutie dupa r.

dz, unde conturul C este cercul |z — 3i| = r, cu raza

Raspuns. r<l=1I=0 l<r<3=I=m r>3=1=0.

3. Folosind formulele integrale ale lui Cauchy sa se calculeze

/c RN

unde conturul C este cercul de ecuatie z? + y? — 4r — 4y = 0, parcurs in sens direct trigonometric.

Raspuns. I = #Jggiw.
4. Sa se gaseascd imaginea domeniului y > 1 din planul complex prin transformarea w = (1 — 7)z.

Indicatie. Se scrie z = x + iy, w = u + v §i se determind u = u(z,y), v = v(z,y).

Raspuns. Imaginea domeniului este v + v > 2.
5. Sa se dezvolte dupa puterile lui z functia

2
J) = z33i 6;21-251L1i 6’
in coroana circulara cu centrul in origine 1 < |z| < 2.
Indicatie. Se descompune functia f(z) in fractii simple.
) )
Raspuns. f(z) = Z % - Z (Qn—l+1 + 371“)2”.

n=1 n=0

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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Matematici speciale

1.21 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 21

1. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia problemei

y(t)=2(t), x(0+)=y(0+) = 2(0+) = 1.

Raspuns. x(t) = y(t) = 2(t) = €.

2. Sa se arate ca are loc egalitatea

= S ST
3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala reala
1= [ e
Raspuns. L %

z

(z+1)(z—1)3
precizeze apoi reziduul functiei in acest punct.

4. Se cere dezvoltarea functiei f(z) = in serie Laurent in jurul punctului zg = 1 gi s& se

1
Raspuns. Rez[f,z0 =1] = ~35
5. Sa se reprezinte printr—o integrala Fourier functia

0, pentru [t >1
f) =< =1, pentru te€ (—a,0)
1, pentru te€ (0,a),

care ia valorile f(0) =0, f(—a) = —=, f(a) = .

4 [T sintu au
Raspuns. ft) = f/ sin? — du.
T Jo U 2

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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Matematici speciale

1.22 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 22

1. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia problemei

+y—2z = 0

y —z =0 z(0+) = y(04+) = 2(0+) = 0.

Z4+x—2z = cost,
2x(t = tsint,

Raspuns. dy(t) = et — (t+ 1) cost + tsint,
42(t) = et + (t — 1) cost + (t + 2) sint.
16sin”
2. S& se dezvolte in serie Fourier functia f(x) = M%

C»J\OO

Raspuns. = 3n)cosnz, = € R.

8 o0
+3 Z
3. Se cere transformarea Laplace a functiei original f(t) = e~3! sin 5t.

S )

ispuns. Fp) = - .
fedspuns W)= o3 s P ot s

4. Sa se calculeze I = / Zdz, unde a = 1 + 7 si b = 2i. Se pastreaza valoarea integralei daca se integreaza
la,b]
pe o alta curba care uneste punctele a si b?

Raspuns. I = 0. Raspunsul este nu si trebuie justificat.

5. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala

" cos T
1= [ Ty
A (17 4+ 8 cos x)? *

32
Raspuns. [ 2T

158"

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.23 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 23

. Sa se gaseasca numerele complexe z care verifica simultan egalitatile:

’2—12’75 ’z—4

= ‘:1.
3 z—8

z— 81

Indicatie. Cele doua ecuatii sunt echivalente cu cele obtinute prin ridicarea la patrat. Se tine apoi cont
de faptul ca |f(2)[* = f(z) - f(2).
Raspuns. 21 =64 177 gi 29 = 6 + 8i.

. Folosind eventual metoda eliminéarii si aplicand transformarea Laplace sa se determine solutia sistemului
de ecuatii diferentiale liniare

yi = —vy2+us
yé = Y3
s = —yi+uys,

care satisface conditiile initiale y1 (04+) = 1, y2(0+) = 1, §i y3(0+) = 2.
y1(t) = cost + sint,
Raspuns. yo(t) = e +sint,
y3(t) = e’ + cost.

. Sa se dezvolte in serie Fourier functia

1—acosx
=—— <1
f(@) 1—2acosx +a?’ o
o0
Raspuns. flx)=a+ Z a" ! cosna.
n=1
. S& se determine functia olomorfd f(z) = u(x,y) + iv(z,y) stiind ci:
Y
Y) =Y — 55— 1)=0.
v(z,y) =y e f(1)
g . 1 < . .
Raspuns. f(z) = z+ —, cunoscuta sub numele de transformarea lui Jukowski.
z

. Sa se arate ca daca F(u) si G(u) sunt transformatele Fourier ale functiilor f(¢) si g(¢), atunci

+o0 )
(fxg)(t) = F(u)G(u)e™ du.

— 00

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.24 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 24

1. S& se determine functia olomorfa f(z) = u(z,y) + iv(z,y) stiind ca:

v(z,y) = 3xy + 6xy? — 22° — 93, f(0) = 0.

Raspuns. f(z) = (1 —2i)23.
1
oD+ 1)

toate valorile integralei / f(2)dz, unde R # 1.

2. Sa se calculeze reziduurile functiei f(z) = in punctele ei singulare. S& se gdseasca apoi

|z|=R
Rdspuns. Rez[f,1] = %, Rez|[f,i] = ! +i, Rez[f, —i] = _18+i.
3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala
, :/ Zl;]()eiﬂz "
c ##+1
unde conturul C' are ecuatia 422 + y? — 4 = 0.
Raspuns. I = —2mcosh.

4. S& se dezvolte in serie Fourier functia f(t) de perioada 7 definita pe intervalul (0,7) prin f(t) = e~ %,

unde a > 0 este o constanta.

. 1—e 9" /1 >\ acos 2kt + 2k sin 2kt
Raspuns. ft) = — (g +2 ]; pERYE )
> sin 22
5. Sa se calculeze I = / dx aplicand definitia transformatei Laplace functiei
0
> gint 2
() = / sintz”
0 X
Raspuns. 1= %

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.25 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 25

1. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia ecuatiei integrale

t
x(t) + 2/ r(u)du = 3e* + 2t.
0

Raspuns.

2. Si se determine radicinile ecuatiei 28 + i = 0.

y 3 4 2%kr
Raspuns. ZL = COS 3 + 7sin
3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala
I / zdz
Jo (22 =1)2(22 + 1)’

unde C este curba de ecuatie 22 4+ y% — 22 — 2 = 0.
Raspuns.

4. Sa se dezvolte functia f(z) = (22 + 2z + 2) cos (z + i) dupa puterile lui z — .

Indicatie. Fiecare z se scrie ca (z — 1) + 1.

)

5. Aplicand definitia transformérii Laplace functiei f(t) = /
0

n- |
0

Rdspuns.f(z) = (2+(2i+1)(2— )+(z—

—17sinh 1 Z

rsintx
1+ 22
rsintx * zsinz
dl‘, 12:/
14 a2 0

T2 dx.

Raspuns.

3+ 2kn

(=n"

Matematici speciale. Lucrari de verificare a cunostintelor

r(t)=1+e +e 2

=

|
o

-J

(2n +1)! (z—i)2”+1>,

dx sa se calculeze valorile integralelor

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor

cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.26 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 26

1. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia ecuatiei diferentiale
o — g’ —2x=2(1+t—t%)e,
care satisface conditiile initiale x(0+) = 1 gi 2/(0+) = 2.
Rdspuns. z(t) = e + t2el.
2. Sa se determine forma complexa a seriei Fourier pentru functia

i) = { 1, daca z € (0,m),

-1, daca x € (m,2m).

2 o0 ei(2n+1)w
Ra. . = — .
aspuns /(@) i nz::o 2n+1
3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala complexa
23 e*
I = / - dz.
zj=3/2 (2 = 1)2(2% + iz + 2)
Ré 7 (18@+cosl+,(49e+sin1)>
aspuns. == i 2= L 2.
P 25 3 %5 3
4. Sa se dezvolte 1n serie de puteri in vecinatatea punctului zo = 3 functia
£2) 2(22+1) —4(2% - 1)
z) =
23— 622+ 112 —6
sl s& se precizeze apoi natura punctului zo pentru functia f(z).
Indicatie. Se descompune functia f(z) in fractii simple.
Ra f(z) ! +7+§:( 1)"<2+ ! )( 3)"
aspuns. z)=— — — — ) (z—3)™.
P -3 2 & gn1
5. Sa se gaseasca multimea de convergenta a seriei Laurent
—1 0o (Z - 2)71
3(z—2)"
> -+ )
n=-—00 n=0
o 1
Raspuns. 3 < |z — 2| < 5.

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.27 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 27

1. Sa se arate ca ecuatia -
z2-Z+Az+ AZ+ B =0,

unde B € IR si B < |A|?, reprezinta ecuatia unui cerc si reciproc, ecuatia oricirui cerc poate fi scrisa sub
forma de mai sus.

z+z . 22—z
1 =
Yy %

Indicatie: Pentru reciproca se tine cont de faptul ca x =

2. Sa se rezolve ecuatia integrala de tip Volterra
t
x(t) = cost + / e~ Tx(r)dr.
0

3 1 2
Raspuns. x(t) = R cost + £ sint + ge%.

3. Sa se dezvolte 1n serie de puteri intr-o vecinatate a punctului zy = 0 functia

2(22+1) —4(2% - 1)
23 —6224+112—6

f(z) =

sl s& se precizeze apoi natura punctului zo pentru functia f(z).

Indicatie. Se descompune functia f(z) in fractii simple.
3 2 1 1N,
Raspuns. f(z):—g—Z(l—i———W)z .

4. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala

2T 2
1:/ _cosTw
o ©O+4cosx

Raspuns. I=mr/4.
5. S& se determine seria Laurent a ramurii principale a functiei complexe de variabild complexd f(z) =
1
——— 1n coroana circulard 1 < |z| < co.
V1422 &
1 = (2n)! 1
Raspuns. fR)= —— = E ()" - .
2 2n ()2 L2n+1
V1+z — 22n(nl)2 220

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.28 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 28

1. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia sistemului de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul
intai, liniar si omogen
yi = =91 — 12y2 — Sy,

Y5 = 5y1 + 6y2 + 3ys,
Y3 = y1 +4y2 + ys,
care satisface conditiile initiale: y1(0+) = —1; y2(0+) = 1; y3(0+) = —1.
Indicatie. Utilizand metoda eliminarii, se ajunge la problema
yi" + 200 —4yy =8y =0, 51(0+) = -1, 5 (0+) =2, 5/ (0+) = -4,
care se rezolva utilizid transformarea Laplace.
Raspuns. yi(t) = —e7%, ya(t) = e7, y3(t) = —e7 .
141z

11—z
are solutii §i apoi sa se rezolve.

n
2. Se considerd ecuatia ( ) =a+ib, ne€IN, a,be IR. Sa se stabileasca In ce conditii ecuatia

0+ 2kn

Raspuns. o> 4+b0%> =1, z,=tg (
2n

a + bi.

)7 kE=0,n—1, unde 6§ este argumentul numarului complex

3. S& se arate ca daca f(z) = u(z,y) + iv(z,y) este olomorfa intr—un domeniu D, atunci functia ¢(z) =
Ulz,y) +iV(2,y), unde

U(z,y) = e?(@Y) cos u(z,y), V(r,y)= —ev(@Y) gin u(z,y),
este olomorfa pe D.

4. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala reala

+o00o 2
—x+2
1:/ et 2
o T+ 1022+ 9

om
Ra . I=—.
aspuns 12
< 1 o y .
5. Daca X (z) = zsin — este transformata Z a sirului (z,)n>0, s se afle acest sir.
> >

o (D" +1
R . n=-—-——.
dspuns x 5n+ 1)

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.29 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 29

1. Determinati solutia problemei

2 — 52 + 6z =e3, x(0+)=1, 2/(0+)=-1

folosind transformarea Laplace.
x(t) = (t — 4)e3 + 5e?t.

Raspuns.
2. SA& se reprezinte printr—o serie Fourier functia f(t), periodica de perioada 2

1, pentru te (0,7)

f) =
—1, pentru ¢ € (m,2m)

Raspuns.

3. Sa se dezvolte in serie de puteri intr—o vecinatate a punctului zy = 2 functia
£2) 2(22+1) —4(z2-1)
z -
23 —622+112—6

sl s& se precizeze apoi natura punctului zo pentru functia f(z).

Indicatie. Se descompune functia f(z) in fractii simple si se pune in evidentd binomul (z — 2).
Raspuns f(z) = 2 +3+2i(272)2”
. po .
n=1
4. Folosind metodele de calcul ale unor integrale reale cu ajutorul teoriei reziduurilor sa se arate ca
*2? —a® sinwr 1
/ 332 a2 ey g 77(6_““’ — 7), w>0, a>0.
0o T¢+a T 2

are in punctul zg = 0 un punct singular esential neizolat

sin —

5. Sa se arate cad functia complexa f(z) = i
z

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor

cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.30 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 30

1. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia ecuatiei integrale
t
x(t) — / sinh 2(t — 7)a(7)dr = e*.
0

2+6

75 sinh(V/6t).

Raspuns. z(t) =

2. Sa se studieze comportarea seriei de puteri

= n
_1 n n.
nzzl( ) n? + 1°

Raspuns. Convergentd in toate punctele discului |z| < 1, cu exceptia lui z = —1.
3. Sa se dezvolte 1n serie de puteri intr—o vecinatate a punctului zy = 1 functia

2(22+1) —4(2% - 1)

&) =561 6

sl s& se precizeze apoi natura punctului zo pentru functia f(z).

Indicatie. Se descompune functia f(z) in fractii simple si se pune in evidentd binomul (z — 1).

. 1 I oy 1 n
Raspuns. f(z):z—l_§+Z<2”+1_2)(2_1) .
4. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala
I /°° (23 + bz)sinz -
oo T+ 1022 49
R I=-"(1+¢)
aspuns. = 503 e’).
5. Sa se determine functiile olomorfe f(z) = u(z,y) + iv(z,y) stiind ca
u(z,y) = (2 + y?).
Raspuns. f(z) = Cy +In(2? + y?) +i(Cy + 2arctg g).
x

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.31 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 31

1. Folosind transformarea Laplace sd se determine solutia problemei lui Cauchy

2" + 112" + 30z = 723, x(0+) =1, 2/(0+)=—1.

Raspuns. x(t) = &3 + 4(e % — ),

2. Folosind teoria reziduurilor sa se calculeze integrala

1 1 1
I:/ (1+z+z2)(62+62—1+62—2)dz.
J|z|=3

Indicatie. Se scrie I sub forma

1 1 1

I:/ (1+z+z2)e;dz—|—/ (1+z+z2)62—1dz+/ (1+z+2%)ez—2dz
|z|=3 |z|=3 |z|=3

si se folosesc dezvoltarile 1n serii Laurent corespunzatoare.

Raspuns. I = 32mi.

3. Sa se reprezinte printr—o integrala Fourier functia

sint, dacd |t| <nm,
ft) =

0, daca |t| > nm,

n fiind un numar natural.

Raspuns.
P u? —1

4. Folosind transformarea ”z”, s& se dtermine sirul (z,),>0 pentru care

() = 2(-1)" /0oo sin (nmw) sin (tu) du

Tnto =4Tpe1 —3xn, n2>0 1 29 =22 =2.

5
Raspuns. Tn= g -

5. Si se arate ci 16sinh® z = sinh(5z) — 5sinh (3z) + 10sinh 2.

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.32 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 32

1. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia diferentiala
x” — 22’ 4+ 22 = e’ cost

cu datele initiale z(0+) = 1,2/(0+) = 1.

1
Raspuns. z(t) = ( cost + 515 sin t) e.

2. Sa se arate ca dezvoltarea in serie Taylor in jurul originii a functiei cos z este

- (_1)7L 2n
COs z = Z (2n)' z
n=0

3. Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri

oo

3" A\
Z Gno2 (z—1+14)

n=0

si sa se reprezinte grafic discul de convergenta.
2
Raspuns. Raza de convergenta este R = 3

4. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integralele
400 2 +oo
T 1
I :/ —dz, I :/ —dx.
oo 14zt oo 14t
Wﬂ

Raspuns. L=1= —

5. Folosind dezvoltarea in jurul punctului de la infinit a functiei de integrat sa se arate ca

/ dz 2mi, pentru n=1
lo|=2 2" — 1 0, pentru n # 1.

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.33 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 33

1. Folosind transformarea Laplace s& se giseasca solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia z”” — 2z’ +10x =
0 cu conditiile initiale z(0+) = 1, 2/(0+) = 4.

Raspuns. x = et(sin 3t + cos 3t)

2. Sa se determine constantele reale a si b astfel incat functia
f(2) = (coshy + asinhy) cos z + i(coshy + bsinh y) sin x

si fie olomorfd in Intreg planul complex la distanta finitd si apoi si se calculeze f’(z).
Raspuns. a=0b=—1si f'(z) =ie®.

3. Folosind transformarea Laplace s se gaseasca solutia sistemului
t t
x(t) = et +/ x(r)dT—/ e~ Ty(r)dr,
0 0

y(t) = —t — /t(t ~ P)a(r)dr + /t y(7)dr.

0 0

1
Rdspuns. x(t) =2, y(t) = 5 (1 - th).

4. Folosind forma trigonometrica a numerelor complexe sa se arate ca

5 (V3 +i)? I+ 2km 5+ 2km
Wory 2( ) k=0,1,2.
1+ \f COs 3 + sin 3
5. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala
2m
I= / cos(nf — sin §)ec*Yde.
0
Raspuns. I = 2me.

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.34 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 34

1. Sa se rezolve ecuatia integrald

+o0 mwsint, pentru t e (0,m)
2/ g(u) sin tudu =
0 0, pentru t > m;

Raspuns. g(u) = ——
2. Studiind existenta limitei raportului incrementar sa se arate ca functia
fiCoC, f(z) =22

este monogena in orice punct z € C i f/(z) = 2z.

3. Sa se determine punctele singulare la distanta finita ale functiei

S 4+1

f(Z):m

sl sa se precizeze comportarea ei in punctul de la infinit. Tinand cont de aceastd comportare sa se

calculeze integrala [ f(z)dz, unde curba I' are ecuatia |z| = R, cu R > 2.
Jr
Raspuns. I1=0.

dz
4. Sa se calculeze integrala curbilinie I = /
C, Z— 20
punctul zy parcurs in sens trigonometric. Sa se regaseasca rezultatul folosind formulele integrale ale lui
Cauchy si, separat, teorema reziduurilor.

, unde curba C,. este cercul de raza r cu centrul in

Raspuns. I = 2m.

5. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala improprie

/°° 2242 +3
I = —— 2.
2T 1 1322 + 36

Raspuns. ==

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.35 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 35

1. Folosind transformarea Laplace sa se determine solutia problemei cu valori initiale
2" =32 + 22 = (3t —2)et, z(0+) =1, 2/(0+)=1.
Raspuns. z(t) = et — %(3t2 + 2t)e’.
2. S& se determine functia olomorfa f(z) = u(z,y) + tv(z,y) stiind ca:

u(r,y) = 23 — 3zy® + 22y — ;. f(0) =4.

Indicatie: Se folosesc conditiile Cauchy—Riemann si independenta de drum a unei integrale curbilinii si
se gasegte Pentru a pune in evidenta variabila z se face y = 0 si se trece x in z.

Raspuns. f(z) =23 —iz? — 2z +i.
3. Sa se dezvolte in serie Taylor functia f(z) = T2 in vecinatatea punctului zg = 1.
z
. 1 - Lsin(n+1)% .
Raspuns. T :;)(—1) ?(z—l) ;=11 < V2.
4. S& se determine reziduurile functiei f(z) = [CEnG unde n > 1 este un numar natural. Sa se calculeze
z

I= / f(2)dz, unde C este o curba oarecare inchisd care nu trece prin punctele i i —i.
c

(2n — 2)!

Raspuns. Rez[f(z), 21 = i] = *Zm

= —Rez[f(z), 22 = —i].
5. Folosind transformarea Fourier sd se determine functia f(¢) care verifica ecuatia

o0
f(t)sintxdt = e, x> 0.
0

Ri £(1) 2/00 = gin tr da —
aspuns. = — e “smitrar = — - .
s T Jo T 142

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.



Matematici speciale. Lucrari de verificare a cunostintelor 41

Matematici speciale

1.36 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 36

1. S& se determine functia olomorfa f(z) = u(z,y) + iv(z,y) stiind ca:

v(z,y) = (wsiny +ycosy)e®;  f(0) = 0.

Raspuns. f(z) = ze?.

2. Sa se determine reziduurile functiei in punctele singulare de la distanta finita inclusiv in z = oo

1
g 1 1
Raspuns. rez[f(z), z1] = 1; rez[f(z), z2] = —5 rez[f(2), z3] = —3
3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integralele
21 27 :
cosnf sinnf
I = —————df, L= ———df.
! /0 1+a2—2acos = 2 /0 1+ a? —2acosf
Indicatie. Integralele se determina simultan considerand
I il = /27T cosnf +isinnd _ /27r (cos@ +isinf)" a0
o 14+a?>—2acosb o 1+a?—2acosb
in care se efectueazi schimbarea de variabild z = €.
2 n
Raspuns. I = 17m = I, =0

4. Sa se gaseasca regiunile planului complex in care au loc, pe rand, relatiile:

1
a) |z|+Rez < 1; |z\—2:§+i.

5. S& se calculeze transformata Laplace F(p) a functiei original

t .
f(t):/ e g,
0

u

1

Raspuns. F(p) = ];(E —arctg (p + 1))

2

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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1.37 Lucrarea de verificare a cunostintelor nr. 37

1. Se considera functiile original f(t) = sint si g(¢) = cost. S& se determine convolutia f * ¢g in doud moduri:
— calculand direct integrala care definegte convolutia (f * g)(¢);

— aplicand transformarea Laplace convolutiei.
1
Raspuns. (fxg)t) = it sint, t > 0.

2. S& se determine functia complexa f(z) = u(z,y) + iv(z,y), unde z = x + iy, stiind ca:

1—22— y2
u(z,y) = —————; 1) =0.
S& se scrie f(z) si derivata f/(z) in functie de variabila z.
. 1—2z , 2
Raspuns. f(z) = 152 f(z)=— 1+ 2)2
3. Sa se dezvolte in serie Fourier functia f de perioada 27
z, pentru 0<zx<T
flz) =
0, pentru —mw <ax<O0.
)" -1 —1)ntt
Raspuns. ap = E, an = ) y bn = D)
4 n2m n
4. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala curbilinie
' 1
1= / dz.
zj=3 23 (22 = 1)(z — 4)
i
Ra. : -
aspuns 150
5. S& se pund in evidentd partea principald a seriei Laurent pentru functia f(z) = ﬁ in vecinatatea
z
punctului zp = —3. Sa se deduca din aceasta dezvoltare natura punctului singular zp = —3 si sa se
stabileasca Rez [f, —3]. S& se dea valoarea integralei I = / f(2)dz, pentru orice R.
|z+3|=R
Raspuns. Rez [f,—3] =1 I = 2mi.

Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se apreciaza cu o nota intre 1 gi 10. Media aritmetica a celor
cinci note este calificativul obtinut la aceasta lucrare. Timpul de lucru este 2 ore.
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