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CAPITOLUL 5 
 

ELEMENTE DE MECANICA RUPERII ÎN DOMENIUL LINIAR ELASTIC 
 
 
 5.1. Introducere 
 
 In capitolul 3 a fost subliniat faptul că rezistenţa la rupere a materialelor 
este determinată de prezenţa defectelor. Pentru un comportament liniar-elastic, 
Mecanica Liniar-Elastică a Ruperii (MLER) permite caracterizarea unui material 
în raport de existenţa unei fisuri în volumul acesteia. In acest capitol vor fi 
dezvoltate diferite aproximări care sunt utilizate, fie în termenii bilanţului 
energetic fie în termenii concentratorilor de tensiuni şi care permit elaborarea 
unor criterii de rupere, [11]. Aceste criterii sunt de o importanţă fundamentală 
pentru optimizarea materialelor şi pentru a putea prevedea comportamentul 
pieselor în condiţii reale de utilizare. Vor fi prezentate şi discutate diferite metode 
experimentale utilizate pentru a caracteriza comportamentul la fisurare al 
materialelor. 
 
 5.2. Bazele Mecanicii liniare a ruperii 
 
 Mecanica liniară a ruperii presupune că materialul este perfect elastic, 
omogen şi izotrop. Materialul este considerat ca fiind un mediu continuu (în sens 
macoscopic) dar este admisă pezenţa fisurilor în volumul acestuia. Mecanismele 
care conduc la iniţierea şi propagarea fisurilor sunt în general foarte complexe la 
scară atomică. Se poate stabili o relaţie între rezistenţa globală a propagării şi 
parametrul care rezultă din încărcare. 
 
 Analiza Griffith privind posibilitatea propagării unei fisuri 
 
 In anul 1920 Griffith face presupunerea că o fisură se propagă instabil 
atunci când energia mecanică eliberată prin extensia sa este superioară energiei 
absorbite prin această propagare: energia potenţială a sistemului (mediu 
considerat continuu cu fisuri) diminuează pe măsură ce fisura se propagă, [19]. 

Considerăm o placă de grosime unitară, confecţionată dintr-un material 
ideal-elastic în care există o fisură străpunsă de lungime 2a, aproximată printr-o 
elipsă alungită, figura 5.1. Dimensiunile plăcii sunt cu mult mai mari decât 
dimensiunile fisurii. Placa este supusă unei stări de tensiuni monoaxiale, 
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distribuţia tensiunilor în placă fiind astfel încât la o anumită depărtare de fisură 
tensiunile principale sunt perpendiculare şi respectiv paralele cu axa mare a 
elipsei. 
 Intr-o placă de grosime infinit mică avem o stare plană de tensiuni – 
tensiunea normală pe placă fiind egală cu zero [19]. Pentru o placă groasă se 
obţine o stare plană de deformaţii – deformaţia pe grosimea plăcii fiind egală cu 
zero. In vederea dezvoltării bilanţului energetic este necesar să se calculeze 
tensiunea pentru care fisura se propagă. Energia totală înmagazinată în placa 
din figura 5.1 poate fi scrisă sub forma: 

LWWWW e −∆+∆+= γ0      (5.1) 

în care avem: 
 W0 – energia de deformaţie elastică disponibilă atunci când fisura nu se 
propagă în timp (a=const.); 
 ∆We – variaţia energiei de deformaţie elastică ca urmare a propagării 
fisurii; 
 ∆Wγ – variaţia energiei superficiale ca urmare a formării noilor suprafeţe 
ale fisurii în extensie; 
 L – lucrul mecanic al forţelor exterioare. 

In relaţia (5.1) s-a avut în vedere semnul lucrului mecanic utilizat în 
termodinamică, respectiv, lucrul mecanic primit de un sistem este negativ. 

y

x

2a2a

x

y
2a

x

y

 
Fig. 5.1. Microfisură de tip Griffith 

 
 Propagarea instabilă a fisurii de lungime 2a care străbate o grosime egală 
cu unitatea se produce atunci când: 

0≤
da
dW       (5.2) 
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respectiv, pentru ca o fisură să se propage instabil, variaţia lucrului mecanic al 
forţelor exterioare trebuie să fie mai mare decât variaţia energiilor dezvoltate prin 
propagare, respectiv ∆Wγ şi ∆We. 

Tinând cont de faptul că W0 este constantă, va rezulta: 

( ) 0≤−∆+∆ LWW
da
d

e γ   sau 

( ) ( )
da
Wd

WL
da
d

e
γ≤∆−      (5.3) 

Din relaţia de mai sus rezultă că instabilitatea în propagarea unei fisuri se 
produce atunci când energia de deformaţie elastică disponibilă într-un corp este 
cel puţin egală cu energia necesară formării noilor suprafeţe de rupere. 
 Introducând notaţiile: 

( ) GWL
da
d

e =∆−  

unde G reprezintă ”forţa” de extensie a fisurii (energia disponibilă pentru 
propagare) şi 
 

( )
R

da
Wd

=γ  

în care R este denumită ”rezistenţa” la fisurare (energia consumată prin 
propagare), relaţia (5.3) devine: 

RG ≥        (5.4) 
 

Ca urmare, o fisură se va propaga instabil atunci când „forţa” de extensie a fisurii 
este cel puţin egală cu rezistenţa la fisurare. Criteriul de propagare dat de relaţia 
(5.2) este valabil în cazul unui material cu comportare liniar-elastică sau chiar 
neliniar-elastică dar nu este valabil pentru un material cu comportare elasto-
plastică. 
 Pentru a propaga o fisură de la valoarea 2a la valoarea 2(a+da) se iau în 
consideraţie două tipuri de încercări: 

- la tensiune constantă (în timpul propagării): maşină de încercat 
„moale”, figura 5.2a; 

- la deformaţie constantă; maşină de încercat „dură”, figura 5.2b. 
 

Incărcare constantă (F=const.). Pentru propagarea semifisurii cu da, la 
aceeaşi valoare a forţei are loc o deplasare a punctelor sale de aplicaţie cu du: 
de la u1 la u2. Energia elastică înmagazinată în placă va suferi o variaţie de 
forma, [43, 21]: 

( ) FduuuFFuFudWe 2
1

2
1

2
1

2
1

1212 =−=−=  

Variaţia lucrului mecanic al forţelor exterioare va fi: 
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FduuuFdL =−= )( 12  
Ca urmare, energia disponibilă pentru propagarea fisurii va fi: 

FduFduFdudWdL e 2
1

2
1

=−=−     (5.5) 

Termenul Fdu
2
1  reprezintă aria marcată din figura 5.2a. 

 
a)      b) 

Fig. 5.2. Diagrama încărcare-deplasare (domeniul elastic) atunci când are loc 
propagarea fisurii 

 
 Deformaţie constantă (u=const.). Propagarea semifisurii cu da are loc 
după ce forţa a atins valoarea F1, diminuarea forţei la valoarea F2 având loc 
tocmai ca urmare a eliberării de enegie datorită respectivei propagări [69]. 
Diminuarea energiei de deformaţie elastică sau, în acest caz, energia disponibilă 
pentru propagarea fisurii, va fi: 
 

( ) udFFFuuFuFdWe 2
1

2
1

2
1

2
1

2121 =−=−=     (5.6) 

Termenul udF
2
1  reprezintă aria marcată din figura 5.2b.  

 Fie C complianţa sistemului (epruvetă+maşina de încercat) dată de relaţia 

F
uC = . Dacă da→0 se poate considera C=const. Şi atunci vom avea: 

dW=C·dF      (5.7) 
Tinând cont de relaţia (5.7), relaţia (5.5) se poate scrie astfel: 
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FCdFFdudWdL e 2
1

2
1

==−  

iar relaţia (5.6) devine: 

CFdFudFdWe 2
1

2
1

==  

Se constată aşadar că, la o creştere infinitezimală a fisurii, energia 
disponibilă pentru propagarea acesteia este aceeaşi în cele două cazuri, cel al 
propagării fisurii sub forţă constantă şi cel al propagării fisurii la deplasare 
constantă. Se poate spune că, atunci când creşterea fisurii este infinitezimală, 
ariile marcate din figurile 5.2a şi 5.2b tind spre o aceeaşi valoare. In aceste 
condiţii vom avea: 

[ ]
.

.
constu

e
constFe da

dWWL
da
d

=
= 



=−     (5.8) 

Ca urmare, relaţia (5.3) se poate simplifica dacă se consideră numai variaţia 
energiei elastice a solidului fisurat. Astfel, relaţia (5.3) devine: 

da
dW

da
dWe γ≥       (5.9) 

Atunci când fisura se propagă energia necesară pentru formarea noilor suprafeţe 
va fi: 

sdadW γγ 4=       (5.10) 

întrucât se formează câte două suprafeţe la fiecare din cele două extremităţi ale 
fisurii, γs fiind energia superficială. Astfel, relaţia (5.9) se transformă astfel: 

s
e

da
dW

γ4≥       (5.11) 

 Pentru a determina variaţia energiei de deformaţie elastică atunci când se 
produce o creştere a fisurii cu da, se consideră lucrul mecanic furnizat în cazul 
relaxării progresive a tensiunilor, de la σ la zero, la suprafaţa fisurii. Fie u(x) 
deplasările punctelor de pe suprafaţa fisurii. Energia elastică relaxată, atunci 
când are loc propagarea fisurii, este egală cu lucrul mecanic efectuat în cursul 
acestei deplasări. Ca urmare vom avea: 

∫=
a

e dxxuW
0

)(
2
14 σ       (5.12) 

în care u(x) reprezintă deplasările după direcţia y a muchiilor fisurii, figura 5.1, şi 
sunt date de relaţia, [46]: 

- 222)( xa
E

xu −=
σ  pentru starea plană de tensiuni   (5.13) 

- ( ) 22
212)( xa

E
xu −

−
=

υσ  pentru starea plană de deformaţii  (5.14) 

Inlocuind relaţia (5.13) în relaţia (5.12) se obţine: 



EXPERTIZE ÎN INGINERIA MECANICĂ      

 92

4
arcsin422

22
22

0

a
E

xa
E

W
a

e
πσσσ =−= ∫  

Dacă se are în vedere propagarea infinitezimală a fisurii se poate face 

aproximarea 
44

arcsin
22 aa ππ

≅ . In aceste condiţii se obţine: 

- 
E
aWe

22σπ
=  pentru starea plană de tensiuni   (5.15) 

- ( )2
22

1 υσπ
−=

E
aWe  pentru starea plană de deformaţii (5.16) 

în care: - E reprezintă modulul de elasticitate longitudinal  
  - ν este coeficientul lui Poisson.  
In aceste condiţii relaţia (5.11) se scrie astfel: 

 - s
e

E
a

da
dW

γσπ 42 2

≥=  pentru starea plană de tensiuni 

 - ( ) s
e

E
a

da
dW

γυσπ 412 2
2

≥−=  pentru starea plană de deformaţii 

de unde va rezulta tensiunea necesară propagării fisurii. Astfel, vom avea: 
- în cazul stării plane de tensiuni (plăci subţiri): 

a
E s

f π
γ

σ
2

=       (5.17) 

 
- în cazul stării plane de deformaţii (plăci groase): 

21
12
υπ

γ
σ

−
⋅=

a
E s

f      (5.18) 

Aceste relaţii, stabilite de Griffith, reprezintă condiţia necesară pentru propagarea 
instabilă a unei fisuri de lungime 2a într-o placă de grosime unitară considerată a 
avea o comportare liniar-elastică şi dimensiuni infinite în raport cu cele ale fisurii. 
Relaţia (5.18) se poate scrie şi sub forma: 

21
12
υπ

γ
σ

−
⋅= s

f
Ea     (5.19) 

In partea dreaptă a acestei egalităţi se găsesc constantele de material E, ν şi γs. 
Rezultă faptul că, propagarea instabilă a unei fisuri într-un material ideal elastic 
are loc atunci când produsul aσ  atinge o valoare critică, specifică fiecărui 
material. 
 
 5.3. Stabilitatea microfisurilor şi condiţii de propagare 
 
 Criteriul Griffith aplicat la ruperea unui solid ce conţine o fisură de 
semilungime a se poate vedea ilustrat în figura 5.3 în care este reprezentată 
variaţia energiei sistemului în raport cu lungimea fisurii, [19, 21]. 
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Fig. 5.3. Variaţia energiei sistemului (solid+fisură) în raport cu lungimea fisurii 

 
Criteriul Griffith indică faptul că ruperea se produce la o tensiune pentru 

care variaţia energiei potenţiale este egală sau superioară variaţiei energiei 
necesare pentru formarea de noi suprafeţe. Fie G energia potenţială totală liberă 
pe unitatea de suprafaţă a fisurii propagate: 

da
dWG =       (5.20) 

 Termenul energetic G reprezintă energia disponibilă pentru a face să 
progreseze fisura, sau, aşa cum s-a subliniat în & 5.2.1, mai este denumită 
„forţa” de extensie a fisurii. 
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 Fisura se va propaga atunci când G devine egală cu energia superficială, 
lungimea fisurii fiind critică, a=ac: 

sG γ2=       (5.21) 
 

Se consideră energia totală a sistemului: 

( ) a
E
aWLWW se γσπ

γ 4
22

+−=+−=  

 
Echilibrul termodinamic este atins atunci când energia mecanică şi cea de 

suprafaţă se compensează pentru o creştere virtuală a fisurii cu da. La echilibru 
se obţine: 

0=
da
dW  

 
Ruperea se produce atunci când W atinge un punct de extrem, respectiv 

un maxim 02

2

p







da
Wd  şi corespunde fisurii supusă la o forţă de tracţiune 

constantă atunci când se trece în zona de echilibru instabil. Aceasta semnifică 
faptul că pentru o lungime a fisurii a<ac, fisura nu se va propaga. Pentru o 
lungime a fisurii a>ac fisura se poate propaga într-un mod catastrofal. 

O ilustrare a aplicării criteriului lui Griffith în cazul deformaţiilor impuse a 
fost demonstrată experimental şi prezentată de Obreimoff [21], figura 5.4. 

 

 
Fig. 5.4. Clivajul unei lamele de mică 

 
Forţa F nu furnizează lucru mecanic (dU=0) atunci când fisura se 

deplasează după un plan perpendicular pe direcţia forţei. Curba din figura 5.5 
reprezintă variaţia energiei în funcţie de lungimea fisurii fiind caracterizată de un 
punct de minim. 
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Fig. 5.5. Variaţia energiei în raport cu lungimea fisurii 

 

Fisura este stabilă atunci când mărimea sa iniţială este mai mică decât ac. 
In acest exemplu ruperea este controlată: fisura progresează în material pe 
măsură ce pana avansează. 

 
5.4. Energia potenţială liberă şi variaţia acesteia în funcţie de 

complianţă   
 
Pentru ca o fisură să se poată propaga, trebuie să furnizăm materialului o 

energie suplimentară în vederea creşterii suprafeţei fisurate – energia 
superficială + (eventual) energia pentru deformaţie plastică. Considerăm un solid 
ce conţine o fisură de lungime 2a. Energia mecanică sau energia potenţială 
totală a sistemului este egală cu (We-L), We fiind energia elastică de deformaţie 
iar L este lucrul mecanic al sarcinilor exterioare. Dacă fisura creşte cu da, figura 
5.6, energia potenţială scade cu d(We-L). 

OF1

F2
F3

XY

2 a

 
Fig. 5.6. Solid străpuns de o fisură 
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Se defineşte G ca fiind energia potenţială totală liberă pe unitatea de 
suprafaţă nou formată ca urmare a propagării fisurii. Dacă solidul respectiv se 
consideră a fi o placă de grosime egală cu unitatea, vom avea: 

 
( ) ( )

da
WLd

da
LWd

G ee −
=

−
−=     (5.22) 

 
în care G este energia disponibilă pentru a face ca fisura să avanseze sau 
energia potenţială eliberată sau „forţa” de extensie a fisurii. Fisura se va propaga 
brusc atunci când G atinge o valoare critică Gc. In cazul materialelor foarte fragile 
Gc este egal cu de două ori energia superficială: Gc=2γs. Pentru materialele 
ductile, G include termenul energetic datorat deformaţiei plastice localizate la 
vârful fisurii, sistemul având o comportare elastică în ansamblu. Termenul Gc 
poate cuprinde de asemenea şi alţi termeni ai energiei disipate prin propagarea 
fisurii.  
 Considerăm o placă de grosime egală cu unitatea, ce conţine o fisură 
străpunsă, supusă la tracţiune de către forţa F, figura 5.7. 

 
Fig. 5.7. Placă străpunsă de o fisură centrală 

 
 Aplicarea acestei solicitări antrenează deplasarea punctului de aplicaţie al 
forţei cu v. Presupunând că are loc o propagare a fisurii cu da, aria acesteia 
creşte cu dA iar v şi F variază cu dv respectiv dF. In aceste condiţii, variaţia 
lucrului mecanic al sarcinilor exterioare, dL, este egal cu (F·dv) iar variaţia 

energiei elastice a sistemului, dWe, este egală cu 





 Fvd

2
1 . Conform relaţiei (5.22) 

vom avea: 
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





−=−= FvdFdvdWdLGda e 2

1      (5.23) 

 
 In această relaţie nu există termenii corespunzători unei deformaţii plastice 
deoarece nu există deformaţii plastice în ansamblul plăcii. Termenul (G·da) 
poate include întreaga energie de la vârful fisurii (superficială, de deformaţie 
plastică, etc.).  
 Vom examina două cazuri de încărcare: atunci când forţa F rămâne 
constantă în timpul propagării fisurii şi atunci când deplasarea v a punctelor sale 
de aplicaţie rămâne constantă. 
 

A. Solicitare la încărcare constantă (F=const.), atunci când fisura se 
propagă cu da, iar punctul de aplicaţie al forţei se deplasează cu dv, 
figura 5.8. 

 
Pentru o maşină infinit moale este impusă încărcarea, [31]. Atât timp cât 

fisura nu se propagă, deplasarea v este proporţională cu F deoarece ne aflăm în 
domeniul elastic. Presupunem că la încărcarea F=const. lungimea fisurii creşte 
rapid cu da, figura 5.8. 

 
Fig. 5.8. Curbele de solicitare pentru fisurile de lungime a şi (a+da) 

 
Atunci când fisura creşte cu da placa se alungeşte cu dv – de la v1 la v2 la 

forţă constantă. Considerăm bilanţul energetic dat de relaţia (5.23). In cazul 
propagării fisurii energia elastică a sistemului variază cu: 
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)(
2
1)(

2
1 FdvvdFFvddWe +==  

Intrucât 0≈⋅ dFv  va rezulta: 

FdvdWe 2
1

=  

Se defineşte complianţa epuvetei fisurate C(a) care depinde de lungimea 
fisurii prin relaţia: 

)(
)()(
aF
avaC =       (5.24) 

Complianţa reprezintă inversa pantei dreptei 0-1. Astfel, vom avea: 

( ) daC
a
FF

a
CFFCFdFdvdWe 








∂
∂

+
∂
∂

=⋅==
2
1

2
1

2
1  

Deoarece F=const. rezultă că 0=
∂
∂
a
F  şi ca urmare: 

da
a
CFdWe ∂
∂

= 2

2
1       (5.25) 

Atunci când are loc propagarea fisurii, variaţia lucrului mecanic al forţelor 
exterioare va fi: 

da
a
CFFdvdL
∂
∂

== 2  

Având în vedere ultimile două relaţii şi utilizând relaţia (5.23) se deduce: 

da
a
CFGda
∂
∂

= 2

2
1  

în care G·da reprezintă aria haşurată 0-1-2-0 din figura 5.8. 
 Ca urmare, energia disponibilă pentru a face ca fisura să se propage va fi 
dată de relaţia: 

a
CFG
∂
∂

= 2

2
1       (5.26) 

 Astfel, la încărcare constantă energia elastică a sistemului creşte dar lucrul 
mecanic al forţelor exterioare trebuie să aibe o valoare astfel încât variaţia totală 
a energiei potenţiale ( )eWLd +−  să reprezinte o diminuare. Altfel spus, lucrul 
mecanic efectuat de sarcinile exterioare este utilizat, jumătate pentru creşterea 
energiei elastice a sistemului, We, cealaltă jumătate fiind furnizat pentru a face să 
avanseze fisura, (G·da). 
 

B. Solicitare în condiţii de deformare impusă – maşină infinit „dură” sau cu 
bacurile de prindere fixe 

 
Pentru o maşină la care deplasarea v este constantă (dv=0), deformaţia 

(sau alungirea) este impusă. In acest caz, atunci când fisura creşte rapid cu da, 
figura 5.9, forţa scade de la valoarea F1 la F2 (de la punctul 1 la punctul 2). 
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Fig. 5.9. Evoluţia sistemului la deplasare impusă 

 
Lucrul mecanic al sarcinilor exterioare este egal cu zero: L=F·dv=0, iar 

energia elastică a sistemului scade tocmai datorită propagării fisurii, [31]: 

( ) ( )FdvvdFFvddWe +==
2
1

2
1  

Intrucât 0=Fdv  va rezulta: 

( )vdFdWe 2
1

=  

Tinând cont de relaţia (5.24) vom avea: 

da
a
C

C
vda

a
C

C
v

a
v

CaC
avddF

∂
∂

−=







∂
∂

−
∂
∂

=







= 22

1
)(
)(  întrucât 0=

∂
∂
a
v   

Aşadar va rezulta: 

da
a
C

C
vdWe ∂

∂
−= 2

2

2
1  

şi întrucât v=F·C vom avea: 

da
a
CFdWe ∂
∂

−= 2

2
1

 

 Tinând cont de relaţia (5.23) va rezulta: 

da
a
CFdWdLGda e ∂
∂

−=−= 2

2
1  întrucât dL=0 

şi ca urmare: 

a
CFG
∂
∂

= 2

2
1  
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regăsindu-se expresia (5.27) a energiei disponibile pentru propagarea fisurii în 
cazul solicitării cu încărcare constantă. 
 Astfel, la deformaţie impusă, ca urmare a solicitării exterioare cu forţa F, în 
placă se stochează o anumită energie elastică. Fără ca lucrul mecanic exterior 
să varieze, respectiva energie elastică stocată scade cu o anumită cantitate care 
este utilizată pentru propagarea fisurii. Termenul (G·da), în cazul solicitării la 
deformaţie impusă, este reprezentat de aria haşurată 0-1-2-0 din figura 5.9. 
 Observaţii. 

1. Pentru o placă de grosime b se poate scrie: 
 

edWdLdabG −=⋅⋅  
adică: 

a
C

b
FG

∂
∂

=
2

2
1       (5.27) 

 
2. Se poate exprima G şi în funcţie de rigiditatea k a sistemului (pentru o 

placă cu b=1): 
3.  

a
kv

a
kF

kka
F

a
CFG

Cv
Fk

∂
∂

−=
∂
∂

−=







∂
∂

=
∂
∂

=

==

22
11

2
1

2
1

1

2
2

2
22

 

 
S-a constatat faptul că G este independent de modul de propagare a 

fisurii: la încărcare constantă sau la deformaţie impusă. Ca urmare: 
 

..

2

2
1

constv

e

constF

e

a
W

a
W

a
CFG

==








∂
∂

−=






∂
∂

=
∂
∂

=  

 
In cele două cazuri G este egală cu derivata energiei elastice cu semn 

schimbat, în cazul în care v=const., întrucât We creşte la încărcare constantă şi 
scade la deplasare constantă. Aşadar, la încărcare constantă energia pentru 

propagarea fisurii se bazează pe creşterea lucrului mecanic exterior 





 Fdv

2
1 , 

crescând în acelaşi timp şi energia elastică acumulată în placă. La deplasare 
constantă (deformaţii impuse) energia pentru propagarea fisurii se bazează pe 
diminuarea energiei elastice acumulată în placă anterior ca urmare a solicitării cu 
forţa F. G nu depinde de constantele elastice ale materialului sau de geometria 
epruvetei utilizate dar depinde de modul în care sistemul va evolua ulterior, prin 
complianţa C. 
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5.5. Măsurarea Gc prin metoda complianţei  
 

 Termenul ( daG ⋅ ) reprezintă energia disponibilă pentru mărirea fisurii cu 
da, [19]. Pentru ca fisura să se poată propaga trebuie ca G să atingă valoarea 
critică Gc sau ca încărcarea să atingă o valoare critică astfel încât aria 0-1-2-0 să 
fie egală cu daGc . 
 Gc se poate determina utilizând relaţia (5.27), cu condiţia de a cunoaşte 

variaţia complianţei în funcţie de lungimea fisurii, respectiv termenul 
a
C
∂
∂ . Pentru 

a determina funcţia C(a) este suficient să determinăm variaţia F(v) pentru mai 
multe epruvete cu aceeaşi configuraţie generală, diferenţiindu-se doar prin 
lungimea fisurii. Pentru fiecare din probele 1, 2.....i...n se vor măsura lungimile 
corespunzătoare ale fisurilor, respectiv a1, a2,.......ai......an. Fiecare probă se 

caracterizează printr-o anumită complianţă dată de relaţia 
F
vC =  în care v 

reprezintă deplasarea punctelor de aplicaţie ale forţei F. Fiecare probă având 
fisuri cu lungimile a1, a2,.....ai.....an se supune la tracţiune în domeniul liniar 
elastic obţinându-se dependenţa F(v), figura 5.10a. 

 
a)       b) 
Fig. 5.10. Determinarea Gc cu ajutorul complianţei 

 

Pentru fiecare probă cu lungimea fisurii ai, prin raportul 
F
v  se obţine 

dependenţa C(a), figura 5.10b. Pentru o probă cu lungimea fisurii intermediară, 

a1>ai>an, se determină 
iaaa

C
=








∂
∂  reprezentat grafic în figura 5.10b. 
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Aceeaşi probă cu lungimea fisurii ai se supune la tracţiune până la rupere 
obţinându-se forţa critică Fc care a dus la distrugere. Introducând valorile 

obţinute pentru 
iaaa

C
=








∂
∂  şi Fc în relaţia (5.27) se obţine valoarea critică Gc a 

energiei disponibile pentru ca fisura existentă să se propage şi să se transforme 
într-o fisură instabilă. 
 
 5.6. Rezistenţa la fisurare R şi „forţa” de propagare a fisurii G     
 
 Condiţia de instabilitate în propagarea unei fisuri poate fi analizată pe baza 
curbelor R şi G, [11]. Având în vedere relaţiile (5.15) şi (5.20), pentru energia G 
disponibilă în vederea propagării fisurii, avem relaţia: 

E
aG

22πσ
=  -  pentru starea plană de tensiune  (5.28) 

( )
E
aG

2
212 πσν−=   -  pentru starea plană de deformaţie (5.29) 

Dacă avem un material ce are disponibilităţi (limitate) de deformare 
plastică, rezistenţa la fisurare este dată de: 

psR γγ +=       (5.30) 

In figura 5.11 este indicat modul de determinare a lungimii critice a fisurii 
pentru care propagarea acesteia devine instabilă la diferite valori ale tensiunii σ 
în condiţiile stării plane de deformaţie. Curbele G pentru diferite valori ale lui σ 
sunt drepte ale căror ecuaţii sunt date de relaţia (5.29), iar curba R este o 
dreaptă paralelă cu axa absciselor, [19]. 

 
Fig. 5.11. Curbele G şi R 
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 Porţiunile dreptelor trasate cu linie întreruptă nu interesează deoarece 
acestea corespund unor forţe de propagare a fisurii mai mici decât rezistenţa la 
fisurare. Se constată faptul că, dacă tensiunea σ aplicată creşte, lungimea fisurii 
ac, la care propagarea devine instabilă, scade. In condiţiile stării plane de 
tensiune trebuie avut în vedere faptul că există o anumită tensiune σi care, 
aplicată plăcii, face ca fisura să înceapă să se extindă şi o tensiune critică σc de 
la care propagarea devine instabilă, figura 5.12, curba ABCD, [19]. 

 
Fig. 5.12. Propagarea fisurii în cazul stării plane de deformaţie 

 
Evident că σi şi σc scad pe măsură ce lungimea iniţială a fisurii creşte, 

curbele EBF şi HCD. Atât timp cât tensiunea aplicată plăcii este mai mică decât 
σi, fisura iniţială de lungime a0 se deschide fără să se extindă, porţiunea AB. In 
momentul depăşirii tensiunii σi fisura începe să se propage stabil – porţiunea BC. 
Dacă pe această porţiune tensiunea se menţine constantă fisura nu se mai 
propagă în continuare. Creşterea stabilă a fisurii, de lungime iniţială a0, continuă 
până la atingerea tensiunii critice σc căreia îi corespunde lungimea critică ac şi 
care, dacă este atinsă, conduce la propagarea instabilă a fisurii. Ca urmare 
instabilitatea este precedată de o perioadă foarte scurtă când fisura prezintă o 
creştere lentă, stabilă, atunci când în placă este predominantă starea plană de 
tensiune. Curbele G şi R pentru starea plană de tensiune sunt cele prezentate în 
figura 5.13. 
 Pe porţiunea AB curba R apare sub forma unei drepte paralelă cu axa 
ordonatelor deoarece fisura nu se extinde din cauza nivelului redus al tensiunii 
aplicate (G are valoare mică). După depăşirea tensiunii σi fisura se propagă 
stabil până la atingerea tensiunii σc când are loc propagarea instabilă – porţiunea 
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BC. Condiţia de instabilitate impune nu numai ca RGc ≥  dar şi condiţia de 

egalitate a unghiurilor de inclinare a curbelor G şi R în punctul C 







∂
∂

=
∂
∂

a
R

a
G . 

 
Fig. 5.13. Propagarea fisurii în cazul stării plane de tensiune 

 
 5.7. Moduri de solicitare – moduri de rupere     
 
 In funcţie de deplasarea relativă a suprafeţelor de rupere situate de o parte 
şi de alta a planului în care de extinde fisura, propagarea acesteia se poate face 
în modurile indicate în figura 5.14. In mod obişnuit se consideră trei moduri 
fundamentale de solicitare care în final vor conduce la rupere, modul I, modul II 
şi modul III. Celelalte moduri de solicitare se deduc prin combinaţii liniare ale 
acestora. Figura 5.14 prezintă diferite moduri de încărcare a unei fisuri. In modul 
I, figura 5.14a, fisura se extinde prin deschidere ca urmare a deplasării punctelor 
de pe suprafaţa fisurii după o direcţie perpendiculară pe planul acesteia. Forţele 
care duc la deschiderea fisurii sunt perpendiculare pe planul format de frontul 
fisurii şi direcţia de fisurare. In modul II, figura 5.14b, fisura se extinde prin 
alunecare plană. Deplasările punctelor de pe suprafaţa fisurii au loc în planul 
acesteia, perpendicular pe frontul fisurii şi în sensul de înaintare al fisurii. Forţele 
care produc alunecarea sunt paralele cu direcţia de fisurare. In modul III, figura 
5.14c, fisura se extinde prin alunecare laterală. Deplasările punctelor de pe 
suprafaţa fisurată au loc în planul fisurii, paralel cu frontul acesteia. Forţele care 
produc alunecarea sunt perpendiculare pe direcţia de înaintare. In ceea ce 
priveşte extensia unei microfisuri pentru dezvoltarea unei ruperi fragile, cel mai 
critic mod de propagare este modul I. In consecinţă, pentru o dimensiune dată a 
defectului, riscul de rupere brutală este mai mare dacă orientarea defectului în 
raport cu solicitarea exterioară corespunde modului I.  
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a) tensiuni în coordonate polare 
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b) tensiuni în coordonate carteziene 

Fig. 5.15. Câmpul de tensiuni din imediata vecinătate a unei fisuri 

 

Fig. 5.14. Moduri fundamentale de rupere 
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 5.8. Analiza Irwin privind starea de tensiune şi deformaţie din 
vecinătatea unei fisuri 
 
 In cadrul bilanţului energetic dat de Griffith, Irwin a substituit o aproximare 
locală bazată pe câmpul tensiunilor existent în jurul unei fisuri. Problema ce 
trebuie rezolvată este aceea de a calcula energia disponibilă şi necesară pentru 
ca o fisură de semilungime a să avanseze pe distanţa da. Irwin consideră la 
vârful fisurii o regiune suficient de mică în raport cu solidul respectiv dar suficient 
de mare în raport cu dimensiunile atomice, în acord cu teoria elasticităţii liniare, 
figura 5.15a. Originea sistemului de coordonate se află la vârful fisurii, punctul M 
în care se determină tensiunile fiind de coordonate polare r şi θ în care r<<a. 
 Fisura se consideră a fi plană cu extremităţile ascuţite. Fie un element de 
arie în jurul puctului M aflat la distanţa r de vârful fisurii şi sub unghiul θ în raport 
cu planul acesteia, figura 5.15b. 
 
 Calculul tensiunilor 
 
 Ca urmare a solicitării exterioare cu tensiunea monoaxială σ, elementul de 
arie este supus la tensiunile normale σx şi σy şi tensiunea tangenţială τxy. 
 Pentru rezolvarea unei asemenea probleme de elasticitate plană se 
porneşte de la ecuaţiile de echilibru: 

0
yx

0
yx

yxy

xyx

=
∂

σ∂
+

∂

τ∂

=
∂

τ∂
+

∂
σ∂

     (5.31) 

şi condiţia de compatibilitate care leagă deformaţiile specifice din plane diferite: 

yxyx
xy

2

2
x

2

2
y

2

∂∂

γ∂
=

∂
ε∂

+
∂

ε∂      (5.32) 

Dacă avem în vedere legea lui Hooke pentru starea plană de tensiune: 

     

xyxy

xyy

yxx

G
E
E

τ=γ

νσ−σ=ε

νσ−σ=ε
 

relaţia dintre constantele elestice E, G şi ν: 

)1(2
EG
ν+

=  

şi ecuaţiile de echilibru (5.32), condiţia de compatibilitate devine: 

0)(
y

)(
x yx2

2

yx2

2

=σ+σ
∂
∂

+σ+σ
∂
∂     (5.33) 

care mai poate fi scrisă sub forma:  
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0)( yx
2 =σ+σ∇       (5.34) 

ecuaţie cunoscută din teoria elasticităţii sub denumirea de condiţia lui Levy. 
 Componentele tensorului tensiunilor se pot exprima cu ajutorul funcţiei de 
tensiune Ψ(x,y) sau funcţia Airy, sub forma: 

xy
;

x
;

y

2

xy2

2

y2

2

x ∂
Ψ∂

=τ
∂
Ψ∂

=σ
∂
Ψ∂

=σ     (5.35) 

Făcând derivatele parţiale şi înlocuind în relaţia (5.33) se obţine: 
 

0
yyx

2
x 4

4

22

4

4

4

=
∂
Ψ∂

+
∂∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂      (5.36) 

care mai poate fi scrisă sub forma: 
0)( 224 =Ψ∇∇=Ψ∇       (5.37) 

Pentru o placă infinită cu fisură centrală supusă la solicitări biaxiale, Westergaard 
a introdus funcţia de tensiune sub forma: 

)z(Imy)z(Re)y,x( Φ+Φ=Ψ     (5.38) 
în care: 
 - Φ(z) este o funcţie de variabilă complexă z=x+iy; 

 - )(zΦ  şi )(zΦ  sunt integrale de ordinul I şi II ale funcţiei de variabilă 
complexă Φ(z) care se exprimă astfel: 

)()(');()();()( z
dz
dzz

dz
dzz

dz
dz Φ=ΦΦ=ΦΦ=Φ  

In aceste condiţii va rezulta: 

);('"Im)("Im2)("Re

);('"Im)("Im4)("Re

);('"Im)("Re

22

4

4

4

4

4

zyziz
yx

zyziz
y

zyz
x

Φ−Φ+Φ−=
∂∂
Ψ∂

Φ+Φ−Φ=
∂
Ψ∂

Φ+Φ=
∂
Ψ∂

 

Pe baza acestor relaţii se constată faptul că funcţia dată de ecuaţia (5.38) 
satisface ecuaţia (5.37) ca urmare funcţia considerată este o funcţie Airy. 
 
 După unele calcule, pentru tensiunile din jurul punctului M s-au obţinut 
soluţiile generale: 

)z('Rey
)z('Imy)z(Re
)z('Imy)z(Re

xy

y

x

Φ−=τ

Φ+Φ=σ
Φ−Φ=σ

     (5.39) 

Pentru problema analizată, funcţia Φ(z) trebuie să îndeplinească unele 
condiţii de contur. Pentru o placă de dimensiuni infinite în raport cu mărimea 
fisurii, cu fisură solicitată monoaxial prin tensiunile σ, condiţiile la limită sunt: 



EXPERTIZE ÎN INGINERIA MECANICĂ      

 108

 - pentru –a<x<a şi y=0  → σy=0; 
 - pentru y=±∞    → σy=σ; 
 - pentru x=±a   → σy=∞ (condiţia de singularitate). 
 
Un exemplu de funcţie care satisface aceste condiţii este de forma: 

2

2

z
a1

)z(
−

σ
=Φ       (5.40) 

Având în vedere relaţiile (5.39), pentru y=0 rezultă )(Re zy Φ=σ . Dacă se are în 

vedere relaţia (5.40) şi faptul că z=x+iy, vom avea: 

22
)(Re

ax
xz
−

=Φ
σ  

Pe baza acestei relaţii este evident faptul că pentru –a<x<a, 0)(Re =Φ z  şi ca 
urmare prima condiţie este îndeplinită. 
 Atunci când z→∞, tot din relaţia (5.40) se deduce că σ=Φ )(z . 
 Pentru z=±a din relaţia (5.40) se constată faptul că este îndeplinită condiţia 
de singularitate. Sistemul de axe, iniţial cu originea în centrul fisurii se 
deplasează în vârful acesteia şi ca urmare este necesară introducerea unei noi 
variabile cu ajutorul căreia să se facă această translaţie: 

az −=η  
In aceste condiţii )(zΦ  devine: 

( )
( ) 22

)(
aa

a

−+

+
=Φ

η

ηση      (5.41) 

 
Intrucât a<<η , într-o primă aproximaţie relaţia de mai sus devine: 

( )
η

ση
2
a

≈Φ       (5.42) 

 
Trecând de la sistemul de axe cartezian, figura 5.15a, cu originea în vârful fisurii 
la cel polar, figura 5.15b, se face următoarea schimbare de variabilă: 

θη ⋅⋅= ier       (5.43) 
iar funcţia ( )ηΦ  dată de relaţia (5.42) devine: 

( ) θ

π
πση

⋅−
=Φ

i
e

r
a 2

1

2
      (5.44) 

Relaţia (5.44) poate fi aplicată numai pentru r<<a, având în vedere aproximaţia 
făcută în vederea obţinerii relaţiei (5.42). 
 Pornind de la expresia lui ( )ηΦ  dată de relaţia (5.44) se pot calcula 

( ) ( )ηη 'Re,Re ΦΦ  şi ( )η'ImΦ . 
Dacă avem în vedere relaţiile lui Euler: 
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2
sin

2
cos2

1 θθθ
ie

i
−=

−
      (5.45) 

funcţia ( )ηΦ , în care η este reprezentat prin r şi θ,devine: 

( ) 





 −=Φ

2
sin

2
cos

2
θθ

π
πση i
r
a  

de unde se obţine: 

( )

( )
2

sin
2

Im

2
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2
Re

θ
π
πση

θ
π
πση

r
a
r
a

−=Φ

=Φ
     (5.46) 

Pornind de la expresia lui ( )ηΦ  dată de relaţia (5.42) scrisă sub forma: 

( ) 2
1

2

−
=Φ ηση a  

se obţine prin derivare în raport cu η  următoarea relaţie: 

( ) θση
i

era 2
3

2
3

22
1'
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−=Φ      (5.47) 

respectiv: 
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2
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2
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2
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−=Φ      (5.48) 

Având în vedere formulele lui Euler, relaţia de mai sus devine: 

( ) 


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
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2
3sin

2
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22
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   (5.49) 

de unde: 
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respectiv: 

( ) 





−=Φ

2
3cos

22
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π
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yy  

Dacă se are în vedere relaţia: 

2
cos

2
sin2sin θθθ ==

r
y  

înlocuită în relaţia de mai sus conduce la: 

( )
2

3cos
2

cos
2

sin
2

'Re θθθ
π
πση
r
ay −=Φ    (5.50) 

In mod analog, din relaţia (5.49) va rezulta: 

( )
2

3sin
22

1'Im θ
π
πση
r
a

r
=Φ  

de unde: 
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( )
2

3sin
2

cos
2

sin
2

'Im θθθ
π
πση
r
ay =Φ    (5.51) 

Având în vedere relaţiile (5.46), (5.50) şi (5.51), sistemul (5.49) va avea 
următoarea formă: 
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     (5.52) 

cu σz=0 pentru starea plană de tensiuni sau σz=ν(σx+σy) pentru starea plană de 
deformaţii. 
 Tensiunile σx, σy şi σz sunt proporţionale cu tensiunea aplicată σ, variază 
cu rădăcina pătrată a mărimii fisurii şi tind spre ∞ când r tinde spre zero. 
 Din relaţiile de mai sus se observă că tensiunile la vârful unei fisuri se 

calculează ca produsul dintre factorul geometric )(
2
1 θ
π

f
r
⋅ , care depinde de 

poziţia elementului în care se calculează tensiunile şi factorul aπσ ⋅ . Acest ultim 
factor ce reprezintă o măsură a creşterii tensiunii datorită prezenţei unei fisuri în 
raport cu tensiunea existentă în placă în absenţa fisurii, a fost denumit factor de 
intensitate a tensiunii şi s-a notat cu K ( aK I πσ= ). Indicele I este utilizat pentru 
a preciza că suntem în modul I de solicitare. Factorul de intensitate a tensiunii se 
măsoară în mMPa .  
 In aceste condiţii, ecuaţiile (5.52) capătă forma generală:  















θθθ
π

=τ



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 θθ
+

θ
π

=σ





 θθ
−

θ
π

=σ

2
3cos

2
cos

2
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r2
K

2
3sin

2
sin1

2
cos

r2
K

2
3sin

2
sin1

2
cos

r2
K

I
xy

I
y

I
x

     (5.53) 

Cunoscând tensiunile care acţionează pe feţele elementului considerat se 
pot calcula şi tensiunile principale σ1 şi σ2 pentru starea plană de tensiune: 

( ) 22
2,1 4

2
1

2 xyyx
yx τσσ

σσ
σ +−±

+
=     (5.54) 

de unde rezultă: 

22
2

2,1 sin
2

cos
2
4

2
1

2
cos

2
θ

π
θ

π
σ

r
K

r
K II ±=       

 
astfel încât se deduce: 
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





 −=







 +=

2
sin1

2
cos

2

2
sin1

2
cos

2

2

1

θθ
π

σ

θθ
π

σ

r
K
r

K

I

I

      (5.55) 

 
In cazul stării plane de deformaţie va apare şi tensiunea σ3: 
 

( )
2

cos
2

2
213

θ
π

υ
σσυσ

r
K I=+=     (5.56) 

 
In mod analog se obţin expresiile pentru celelalte două moduri de solicitare. 
 
 Cunoaşterea factorului de intensitate a tensiunii KI (KII, KIII) permite 
determinarea tensiunilor şi deplasărilor în vecinătatea unei fisuri ascuţite în 
coordonate carteziene sau polare. Factorul KI de intensitate a tensiunilor nu 
trebuie confundat cu coeficientul kt de concentrare a tensiunilor: kt reprezintă 
raportul dintre tensiunea maximă de la vârful fisurii şi tensiunea nominală. 
Relaţiile (5.53) reprezintă o soluţie în domeniul elastic care conduce la valori 
infinite pentru tensiunile σx, σy şi τxy la vârful fisurii (r→0). In realitate acest lucru 
nu se întâmplă pentru că apare o deformaţie plastică ce permite relaxarea 
acestor tensiuni. Ca urmare, mărimea factorului de intensitate a tensiunii depinde 
de mărimea zonei plastice ce se stabileşte la vârful fisurii. 
 
 5.9. Relaţia dintre energia disponibilă pentru propagarea fisurii şi 
factorul de intensitate a tensiunii 
 
 Aşa cum s-a arătat, energia disponibilă pentru propagarea fisurii, G, este 
independentă de configuraţia încărcării, [21]. Ca urmare, pentru stabilirea unei 
relaţii între G şi K se consideră numai cazul deformaţiilor impuse (G fiind 
independent de evoluţia ulterioară a sistemului). In acest caz diminuarea energiei 
elastice a sistemului dWe este utilizată pentru furnizarea energiei (G·da) 
necesară propagării fisurii cu da: 
 

G·da=-dWe; dWe<0 
 

 Această diminuare a energiei elastice, atunci când fisura se propagă, este 
egală cu lucrul mecanic dL (cu semn schimbat) care trebuie furnizat pentru 
reînchiderea fisurii pe lungimea da. Aici se are în vedere faptul că, procesul de 
reînchidere a fisurii este reversibil, aceeaşi cantitate de energie fiind utilizată atât 
pentru propagarea cât şi pentru reînchiderea fisurii, figura 5.16. 
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a da

x dx

x

y

o o'
M

M'

 
Fig. 5.16. Propagarea şi închiderea fisurii 

 
 Lucrul mecanic dL poate fi calculat plecând de la tensiunile şi deformaţiile 
existente în vecinătatea extremităţii fisurii.  

Considerăm un element dx la distanţa x de vârful fisurii pe abscisă 
0<x<da. Forţa ce trebuie aplicată pentru ca punctul M’ să ajungă din nou în M 
este (σ·dx), în care σ este tensiunea din punctul M datorată fisurării extremităţii. 
Având în vedere faptul că originea trece în O’, coordonatele punctului M (care 
coincide cu M’ atunci când fisura se închide) sunt: 





=
−=

πθ
xdar

 

 Lucrul mecanic necesar pentru deplasarea elementului dx din M’ în M este 

egal cu udxσ
2
1 . Pentru reformarea fisurii pe lungimea da, vom avea: 

( )∫ ++=
da

zyzxyxyyy dxuuudL
0 2

12 ττσ  

Factorul 2 provine din faptul că fisura se extinde în ambele direcţii. Tensiunile 
σyy, τyx şi τyz produc deschiderea fisurii în modul I, respectiv II şi III, figura 5.17. 
ux, uy şi uz reprezintă deplasările înainte de deschiderea fisurii (r=da-x şi θ=π). 
Atunci când avem doar modul I de solicitare lucrul mecanic va fi dat doar de 
tensiunea σyy: 

∫=
da

yyy dxudL
0 2

12 σ  

în care: 

( )( )221
22

;
2

++
−

== kxda
E
Ku

x
K I

y
I

yy υ
ππ

σ  
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de unde rezultă: 

( ) ∫
−

++=
daI dx

x
xdak

E
KdL

0

2

)1(1
2

υ
π

 

în care: 

dadx
x
xdada

20

π
=

−
∫  

Va rezulta: 

( )( )dak
E
KdL I 11
4

2

++= υ  

şi ca urmare: 

( )( )11
4

2

++= k
E
KG I

I υ      (5.57) 

 
In cazul stării plane de deformaţie pentru care k=3-4ν se obţine: 
 

( )2
2

1
4

υ−=
E
KG I

I      (5.58) 

 

In cazul stării plane de tensiuni, 
υ
υ

+
−

=
1
3k  şi atunci: 

E
KG I

I

2

=       (5.59) 
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Fig. 5.17.  Tensiunile şi deplasările flancurilor fisurii  
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 In modul II de solicitare calculul lui dL este dificil deoarece fisura nu se 
propagă în planul iniţial. In consecinţă, relaţiile: 
 

∫=
da

xyxII dxudaG
0
τ  

din care rezultă: 

 
E
KG II

II

2

=  -   stare plană de tensiuni; 

 ( )2
2

1
4

υ−=
E
KG II

II  -  stare plană de deformaţii 

nu sunt riguros corecte. 
 Pentru modul III de solicitare vom avea: 
 

∫=
da

zzyIII dxudaG
0
τ  

de unde rezultă: 

( )υ+= 1
2

E
KG III

III  

 Este indicat să se sumeza energiile potenţiale libere corespunzătoare 
diferitelor moduri de solicitare: 
 

 ( )υ+++= 1
222

E
K

E
K

E
KG IIIIII  -   -pentru starea plană de tensiuni; 

 ( ) ( ) ( )υυυ ++−+−= 111
2

2
2

2
2

E
K

E
K

E
KG IIIIII  -pentru starea plană de deformaţii. 

 
 5.10. Factorul de intensitate a tensiunii în raport cu complianţa 
epruvetei    
 
 Pornind de la expresia energiei disponibile pentru propagarea fisurii, relaţia 
(5.27), şi având în vedere relaţiile (5.58) şi (5.59) se obţine, [31]: 
 

a
C

b
FEGEKI ∂

∂
==

2

2*
*2      (5.60) 

în care: 
 EE =*  - pentru starea plană de tensiuni; 

 2
*

1 υ−
=

EE  - pentru starea plană de deformaţii. 

 
 Să considerăm o epruvetă supusă la tracţiune prevăzută cu o crestătură 
laterală de lungime a, figura 5.18. 
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Fig. 5.18. Epruvetă cu crestătură laterală 

 
 De o parte şi de alta a crestăturii are loc deplasarea punctelor de aplicaţie 
a forţelor şi a celor două părţi ale epruvetelor cu cantitatea v/2. Părţile I şi II ale 
epruvetelor pot fi considerate ca nişte grinzi de lungime a, încastrate în B-B’. Ca 
urmare, deplasarea v pentru întreaga epruvetă devine: 
 

( ) 3

3

3

33 64

12
23

2
3
2

Ebh
Fa

hb
E

Fa
EI
Fav

z

===  

Pe baza definiţiei complianţei rezultă: 

3

364
Ebh
a

F
vC ==  

 
iar derivata parţială a complianţei în raport cu lungimea crestăturii va fi: 

3

2192
Ebh
a

a
C
=

∂
∂  

Inlocuind 
a
C
∂
∂  în relaţia (5.95) se obţine: 

32

22*

3

32*
2 96192

2 hb
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E
E

Ebh
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b
FEKI ==  

 
Ca urmare, factorul de intensitate a tensiunii depinde de valoarea solicitării, de 
profunzimea crestăturii dar şi de dimensiunile epruvetei utilizate. 
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5.11. Tenacitatea la fisurare – noţiuni    
 

 5.11.1. Tenacitatea KIc 
 
 Se consideră o epruvetă confecţionată dintr-un material cu comportare 
perfect elastică în cadrul solicitării, figura 5.18. Epruveta este prevăzută cu o 
crestătură şi facem în aşa fel încât să crească factorul de intensitate a tensiunii 
K. Se constată că fisura începe să se propage atunci când factorul de intensitate 
a tensiunii atinge o valoare critică Kc. Dacă solicitarea este în modul I această 
valoare critică se notează cu KIc.  

Pe baza acestui criteriu, care ia în consideraţie valoarea critică a factorului 
de intensitate a tensiunii, ruperea are loc pentru o distribuţie critică a tensiunilor 
la vârful fisurii, indiferent de geometria crestăturii epruvetei. 
 KIc se numeşte tenacitate la fisurare sau rezistenţă la fisurare şi este o 
proprietate caracteristică materialului, independentă de configuraţia sistemului.  
 Din relaţiile (5.68), pentru θ=0 se poate deduce următoarea relaţie pentru 
tenacitatea la fisurare: 

aK fIc πασ=      (5.61) 

în care: 
• α este un factor geometric care depinde de lungimea crestăturii a şi de 

dimensiunile probei utilizate în cadrul determinării; 
• σf reprezintă tensiunea la care fisura devine instabilă – apare ruperea. 

Această relaţie este similară cu cea a lui Griffith şi confirmă faptul că tensiunea 
de rupere este invers proporţională cu rădăcina pătrată a mărimii fisurii a.  

 
 5.11.2. Tenacitatea GIc 
 
 Se poate spune că o fisură se va propaga instabil şi dacă G atinge o 
valoare critică Gc reprezentând energia critică unitară necesară propagării fisurii. 
Această energie este necesară pentru a face ca fisura să se propage pe o 
grosime unitară, independentă fiind de geometria fisurii sau a epruvetei. In cazul 
materialelor foarte fragile, Gc este egală cu de două ori energia superficială: – 
Gc=2γs.  

Pentru materialele ductile Gc include termenul energiei datorat deformaţiei 
plastice localizată la vârful fisurii, sistemul rămânând cu comportare elastică în 
ansamblul său. Termenul Gc poate cuprinde şi alţi termeni ai energiei disipate 
prin propagarea fisurii. Pentru cazul de solicitare în modul I, Gc devine GIc.  
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 5.12. Relaţia între parametrii tenacităţii 
 
 Pentru a descrie rezistenţa la propagarea unei fisuri s-au utilizat trei 
parametri: γs, Kc şi Gc. Relaţiile (5.58) sau (5.59) stabilite între G şi K sunt 
valabile şi pentru momentul critic de pierdere a stabilităţii propagării fisurii, adică 
între Gc şi Kc.Pentru un solid cu dimensiunile considerate infinite în raport cu 
dimensiunile fisurii s-au găsit relaţiile: - pentru starea plană de tensiuni: 

o 
a
E s

f π
γ

σ
2

=   - teoria lui Griffith 

o 
a

KIc
f π

σ =   - criteriul tensiunilor  

de unde rezultă: 

IcsIc EGEK == γ2  

şi ca urmare: 

E
KG Ic

Ic

2

=       (5.62) 

 Pentru starea plană de deformaţie, în mod asemănător se găseşte: 

( )2
2

1 υ−=
E
KG Ic

Ic      (5.63) 

 Vom putea utiliza astfel, oricare din cei trei parametri, respectiv γs, KIc sau 
GIc pentru a putea caracteriza rezistenţa la fisurare a unui material, deoarece ei 
sunt echivalenţi. Relaţiile precedente au fost stabilite pentru materiale foarte 
fragile sau care prezintă o plasticitate limitată la vârful fisurii. Pentru materialele 
ductile trebuie să se ţină cont de parametrii Mecanicii neliniare a ruperii. In acest 
caz, pentru a caracteriza aceste materiale, se pot utiliza doi parametri 
independenţi, pe de o parte deschiderea critică la vârful fisurii δc şi pe de altă 
parte valoarea critică a integralei J, respectiv JIc. Aceşti doi parametri se vor 
prezenta în capitolele următoare. 
 
 5.13. Disiparea energiei la vârful fisurii    
 
 Energia γs asociată unei suprafeţe provine din faptul că, un anumit număr 
de legături se rup creându-se noi suprafeţe. Pentru ruperea respectivelor legături 
energia furnizată poate fi de tip mecanic, chimic, etc. Ca urmare, energia γs 
poate fi estimată plecând de la datele termodinamice ale energiei de sublimare 
sau de la relaţia: 

2
0

π
γ

Ed
s =  

 In cazul monocristalelor această energie depinde de orientarea planelor 
cristalografice. In tabelul 5.1 sunt prezentate valori ale lui γs pentru diverse 
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categorii de materiale şi de asemenea valorile energiei critice disponibile pentru 
propagarea fisurii. 
 
 Tab. 5.1 
Materiale (monocristale) 2γs 

[J/m2] 
GIc 

[J/m2] 
Covalente 

C 30  
Si 6 3 
Ge 5 3 

Covalente ionice 
Al2O3 13 7 

SiO2 (cuarţ) 2,6 20 
SiO2 (silica) 2,4 9 

Ionice 
MgO 10 3 
LiF 3,6 0,8 

NaCl 2,4 0,6 
Metalice 

W 22 3 
Fier α 10 2·103 

Zn 6 0,2 
Be 14 103 

 
 Se poate constata faptul că, pentru anumite solide GIc

  este de ordinul a 
2γs, aceste materiale având un comportament fragil. Materialele pentru care 
GIc>>2γs au un comportament ductil. Pentru aceste materiale trebuie să se ţină 
cont de deformaţia plastică de la vârful fisurii. In acest caz vom avea: 

GIc=2γs+γp 

unde γp reprezintă energia de deformaţie plastică pe unitatea de suprafaţă 
propagată din fisura existentă. In aceste condiţii, criteriul lui Griffith se poate scrie 
sub o formă similară ţinând cont de energia de deformare plastică, aceasta fiind 
extensia Irwin-Orowan a criteriului lui Griffith: 

• 
( )

a
E ps

f π
γγ

σ
+

=
2

 - stare plană de tensiuni; 

• 
( )
( ) a
E ps

f πυ
γγ

σ 21
2
−

+
=  - stare plană de deformaţii. 

 Energia de deformaţie plastică este egală cu: 

∑ ∫=
ji V

ijijp dV
, 2

1 εσγ  
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în care V este volumul supus deformării plastice la vârful fisurii. In cazul unui 
solid rigid-plastic supus la o tensiune uniaxială, γp este dat prin: 

∫=
V

yyp dVεσγ  

 Ductilitatea solidelor are un efect foarte important asupra 
comportamentului la fisurare. In cazul metalelor γp este în general foarte mare, 
raportul γp/γs poate fi în jur de 1000. Astfel, criteriul lui Griffith stabilit pentru 
materialele fragile se poate aplica în cazul materialelor ce prezintă o ductilitate 
limitată în zona de la vârful fisurii dacă se ţine cont de energia de deformaţie 
plastică (2γ=2γs+γp). In cazul policristalelor valorile lui γ obţinute experimental 
sunt mai mari decât în cazul monocristalelor, de la 10 la 50 J/m2 pentru 
policristale faţă de 0,5 până la 3 J/m2 pentru monocristale. Această diferenţă are 
mai multe cauze. In primul rând, suprafaţa de rupere este mai rugoasă în cazul 
policristalelor, fisura schimbându-şi orientarea de la un grăunte la altul. In al 
doilea rând, în policristale sunt deformaţii plastice mai importante. Alte cauze ce 
pot interveni sunt: formarea fisurilor secundare plecând de la o fisură principală 
sau interacţiunea frontului fisurii cu diverse particule (ductile sau fragile) 
precipitate sau fibre (cazul compozitelor). 
 Toate aceste efecte conduc la o creştere a energiei superficiale în în raport 
cu mărimea grăunţilor. Experimental se observă, fie o creştere a energiei 
superficiale fie o diminuare a acesteia, atunci când mărimea grăuntelui creşte. 
De aici provine şi variaţia modului de rupere în raport cu mărimea grăuntelui. De 
exemplu, în cazul policristalelor de MgO, fisura este esenţialmente intergranulară 
pentru mărimi mici ale grăunţilor şi devine intragranulară (clivaj) pentru mărimi 
mai mari ale grănţilor, figura 5.19. 
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Fig. 5.19. Evoluţia modului de rupere cu mărimea grăunţilor în MgO 
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In general, în cazul în care plasticitatea rămâne limitată la vârful fisurii şi ca 
urmare materialul în restul său rămâne în regim elastic, se poate utiliza criteriul 
lui Griffith cu energia superficială de forma: 

γs=Ψγ0+γp+γa 
în care: 

- γ0 este energia de suprafaţă termodinamică (la iniţierea fisurii →γs) iar 
Ψ este un factor ce depinde de orientarea planului fisurii; 

- γp reprezintă energia pe unitatea de suprafaţă, disipată prin deformare 
plastică, atunci când are loc propagarea fisurii; 

- γa este un termen care ţine cont de alte forme de disipare a energiei 
(termică, acustică, cinetică) pe unitatea de suprafaţă, în timpul 
propagării. 

Pentru ca fisura să nu se propage trebuie ca energia elastică să fie 
inferioară energiei de propagare: 

Welast<Wprop 

sau 

SkV
E

k s
f γ

σ
2

2

1 2
<  

în care: - k1, k2 sunt constante; 
  - σf reprezintă tensiunea de rupere. 
 Este evident (şi aparent paradoxal) că această inegalitate este cu atât mai 
mult respectată cu cât σf este mai mică şi E mai mare, dar inversa este 
adevărată numai în ceea ce priveşte iniţierea fisurii. 
 
 5.14. Lucrul mecanic la rupere   
 
 In cele mai multe cazuri, materialele fragile se rup catastrofal. In figura 
5.20 sunt prezentate trei tipuri posibile de comportamente la rupere, [14]. 

 
a) – rupere bruscă; b) – rupere semicontrolată; c) – rupere controlată 

Fig. 5.20. Diferite tipuri de comportament la rupere 



ELEMENTE DE MECANICA RUPERII ÎN DOMENIUL LINIAR ELASTIC 

 121

 Fie W aria determinată de curba încărcare-deplasare în cazul unei ruperi 
controlate. Energia superficială la rupere sau „lucrul mecanic necesar pentru 
rupere” este definită prin relaţia: 

)(2 awb
W

r −
=γ      (5.64) 

în care: 
 - w este lăţimea probei; 
 - b este grosimea probei; 
 - a este lungimea fisurii. 
Această energie cuprinde energia de iniţiere şi energia de propagare a fisurii. 
 Pentru obţinerea unei ruperi controlate este important de a minimiza 
energia elastică înmagazinată în momentul ruperii. In acest context, pentru 
solicitare se va utiliza o maşină de încercat la deformaţie constantă. Lucrul 
mecanic necesar pentru rupere γr este, în general, diferit de energia γs obţinută 
din relaţia lui Griffith. In plus, acest lucru mecanic necesar ruperii depinde de 
geometria încărcării şi nu poate fi considerat ca o proprietate intrinsecă a 
materialului. 
 Se poate utiliza, cu o anumită aproximaţie, energia elastică înmagazinată 

la încărcare maximă, 
2
rr

r
uFW =  ce corespunde mai degrabă procesului de iniţiere 

decât energiei totale consumate în procesul de rupere. Prin definiţie, energia 
potenţială liberă pe unitatea de suprafaţă a fisurii propagate din fisura existentă, 
G, este dată de relaţia: 

*

22

2
1

E
K

a
C

b
FG =

∂
∂

=      (5.65) 

pentru o placă de grosime b în care: 
 EE =*  pentru starea plană de tensiuni; 

 2
*

1 υ−
=

EE   pentru starea plană de deformaţii. 

 Plecând de la relaţia (5.65) se obţine: 

2*

2 2
F
b

E
K

a
C
=

∂
∂      (5.66) 

In această relaţie avem aYK σ=  unde Y este un factor geometric ce 
depinde de mărimea probei şi cea a fisurii. 

Aşadar vom avea: 

*2

222
EF
abY

a
C σ
=

∂
∂     (5.67) 

Pentru încovoierea în trei puncte avem: 

24
6
bw
FL

=σ  

iar pentru încovoierea în patru puncte: 
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24
3
bw
FL

=σ  

în care L reprezintă distanţa dintre reazeme. 
In aceste condiţii se obţine: 
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==
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∂  - pentru încovoierea în trei puncte 

 4
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*
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∂
∂  - pentru încovoierea în patru puncte 

Integrarea ecuaţiei (5.67) conduce la: 

0
2

*4

2

CadaY
Ebw
LC += ∫α      (5.68) 

cu:  


 == punctepatrupunctetrei

8
9:

2
9α  

 
F
YC 0

0 =  - complianţa probei nefisurate    










=

=

punctepatru
bwE
L

punctetrei
bwE
L

C

3*

3

3*

3

0

8

4  
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Astfel, din relaţia (5.68) va rezulta:  
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   (5.70) 

 
5.15. Consideraţii privind calculul de rezistenţă pe baza conceptelor 

mecanicii ruperii pentru modul I de solicitare 
 

Soluţia obţinută pentru factorul de intensitate a tensiunii KI este valabilă 
pentru o placă infinită cu o fisură centrală de lungime 2a, solicitată uniform, 
conform modului I, după două direcţii. Geometria fisurii, precum şi forma şi 
dimensiunile piesei influenţează esenţial câmpul de tensiuni şi deformaţii în zona 
adiacentă acestei fisuri. În aceste condiţii expresia factorului de intensitate a 
tensiunii capătă forma generală: 







=
w
afaK πασ1      (5.71) 
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unde α, f(a/w) reprezintă un coeficient, respectiv o funcţie care corectează 
expresia lui KI. 

Atât α cât şi f(a/w) se determină pe baza analizei stării de tensiuni la vârful 
fisurii şi pentru o serie de cazuri care sunt date în literatură. 

Condiţia de rezistenţă la ruperea fragilă a unei piese prevăzută cu fisură 
este asigurată dacă este satisfăcută inegalitatea: 

K1= IcKw
afa <





πατ     (5.72) 

Aplicarea relaţiei (5.72) implică următoarele: 
• Selecţia materialelor din care sunt executate piesele sau elementele de 

rezistenţă trebuie să aibă la bază un KIc cât mai ridicat, în condiţiile unei 
temperaturi date; 

• Nivelul de solicitare a piesei trebuie să fie diminuat prin reducerea tensiunii 
nominale pentru evitarea, pe cât posibil, ca efectul local al concentrărilor de 
tensiune să se manifeste în zona fisurată; 

• Controlul prin analize nedistructive a evoluţiei fisurii după anumite perioade de 
timp. 

La cele de mai sus se mai adaugă următoarele: materialul trebuie să fie 
omogen şi izotrop avînd o comportare iniţial elastică urmată de una ideal 
plastică. Concentrarea tensiunii la vârful fisurii conduce la o plastifiere locală, prin 
formarea unei enclave plastice. Este necesar ca această enclavă plastică să fie 
extrem de restrânsă faţă de lungimea fisurii, respectiv dimensiunile piesei, pentru 
a nu influenţa distribuţia tensiunilor elastice. Mecanica ruperii materialelor în 
domeniul liniar elastic este aplicabilă numai dacă enclava plastică este foarte 
mică, ceea ce impune ca piesele să aibă dimensiuni mult superioare acestei 
zone, şi care se exprimă prin raportul KIc/σc. În acest sens trebuie avute în 
vedere şi prevederile ASTM E399/1997 care impun respectarea stării plane de 
deformaţie la determinarea experimentală a factorului critic de intensitate a 
tensiunii KIc, exprimată prin condiţia, [19]: 
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     (5.73) 

 
 5.16. Criterii de rupere în condiţiile unor moduri mixte de solicitare 
 
 S-a constatat faptul că se ajunge la rupere atunci când este îndeplinită 
condiţia: 

KI=KIc 

 In cazul în care acţionează simultan două sau chiar toate cele trei moduri 
de solicitare problema trebuie rezolvată pe baza impunerii unor criterii de rupere. 
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 Erdogan şi Sih au propus în anul 1963 un asemenea criteriu care 
presupune că: 
- fisura se propagă pe direcţia în care tensiunea circumferenţială σθ este 
maximă; 
- fisura devine instabilă atunci când: 

max)(2 θσπ rK Ic =      (5.74) 
Pentru modurile I şi II, tensiunile din imediata vecinătate a vârfului fisurii 

date de Irwin şi determinate în coordonate polare, figura 5.15a, au expresiile: 
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  (5.75) 

Pentru a calcula KIc cu ajutorul relaţiei (5.74) trebuie ca din relaţia (5.75) să 
deducem valoarea maximă pentru σθ. Una din direcţiile principale este cea 
pentru care tensiunea tangenţială este zero, τrθ=0. Din această condiţie se 
deduce direcţia principală θ0 care se înlocuieşte în expresia tensiunii σθ. 
Ca urmare, direcţia principală se deduce din relaţia: 

0)1cos3(sin 00 =−+ θθ III KK     (5.75) 
Se obţine astfel următoarea relaţie între KI, KII şi KIc: 
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ce reprezintă criteriu de instabilitate în modul mixt (I+II).  
 Se poate remarca faptul că pentru modul I pur (θ0=0) va rezulta KIc=KI. 
Pentru modul II pur (KI=0), din relaţia (5.76) se deduce: 

IcIIc KK 87,0

5,70
3
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==θ
 

 Ipotezele făcute pentru elaborarea acestui criteriu au avut în vedere faptul 
că fisura se va propaga în direcţia în care cantitatea de energie eliberată pe 
unitatea de lungime este maximă. Au fost propuse şi o serie de relaţii empirice 
pentru a descrie ruperea în modul mixt. In acest sens menţionăm criteriul lui 
Palaniswamy-Knaus: 
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 Pe baza acestui criteriu, pentru modul II pur rezultă KIIc=0,82·KIc, relaţie 
apropiată de cea anterioară dată pe baza criteriului Erdogan-Sih.  


